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Introducao

Ja vimos que existem dois tipos de métodos numéricos para a solucio de
sistemas lineares:

@ M¢étodos Exatos;

@ M¢étodos lterativos.
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Métodos exatos

Métodos como
@ Método de eliminacdo de Gauss;
@ Método de fatoracdo LU,
@ Método de fatoracao Cholesky;

sdo ditos exatos: obtém a solugdo final apds um nimero k de passos.

Em alguns casos/aspectos, métodos iterativos tém algumas vantagens:
@ s3o melhores em matrizes esparsas;

@ apresentam auto-corre¢do de erros (podem ser usados para melhorar a
solugdo obtida por métodos exatos).

Ana Paula Mazzini (EESC-USP) sme0100 - Célculo Numérico | 31 de agosto de 2012 3 /57



Métodos lterativos

@ Um método é chamado de iterativo quando fornece uma sequéncia
de aproximantes da soluc¢ao.

@ No caso de métodos iterativos, precisamos saber se a sequéncia que
estamos calculando esta convergindo ou n3o para a solugdo.
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Métodos lterativos

Idéia Geral: Queremos resolver o sistema:

Ax = b.

Para tanto vamos reescrever o sistema como:

x=Bx+g,

onde B=1— A, g = b, por exemplo.
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Métodos lterativos

“Chutamos” um valor inicial para x: x(©). Obtemos:

X(l) = BX(O) + g,
X(2) = Bx(l) _|_ g,
X(3) = Bx(Z) + g,

X(k+1) e Bx(k) + g.
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Processo estacionario

A equacdo:
pode ser reescrita como:

ou como:

E fcil ver que:
parax =0, temos: x =x>=02=0ex = /x =0 =0;
1
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Processo estacionario

E se tomassemos o processo iterativo:

x(k+1) — y/x(k)

para x0) =1, temos: x(1) = Vx(0) = Vi=1,;
para x(0) =2 temos:
xM) = Vx(0) = /2 = 1,4142 (x # /X);
x®) = Vx() = \/T]4142 = 1,1892 (x # /x);
xB) = Vx(?) = \/1,1892 = 1,0905 (x # /x);
x®) = V/x(3) = \/1,0005 = 1, 0443 (x # /%);
xB) = Vx(#) = \/1,0443 = 1,0219 (x # /x);

x| X] X] X

x(14) — /x(13) = \/1,0001 = 1,0000.
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Convergéncia

A série
4D = Bulk) 4 g

converge?

Critério: A série serd convergente se, para alguma norma de matrizes,
I|B|| < 1.
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Revisao: Normas

Definicdao: chama-se norma de um vetor x, em simbolo ||x||, qualquer
funcdo definida num espaco vetorial E, com valores em R, satisfazendo as
seguintes condicdes:

1) ||x|| > 0 e ||x|| = 0 se, e somente se, x = 0 (vetor nulo);
2) ||Ax|| = |\|||x]|| para todo escalar A;
3) ||x + y|| < |Ix]| + ||y|| (desigualdade triangular).
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Revisao: Normas

Exemplos de normas:

@ ||x||cc = maxi<j<n |xi| - norma infinito;

o ||x]l1 => 11 |xi| - norma um.

o [|x]]2 = 4/>°"; x? - norma euclidiana;

Exemplo: x = (5,0,6,4,2)7
° |Ix][oc = 6;
o ||x|]y = 17.

o |Ix[[2=9;
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Revisao: Normas

Definicdao: Chama-se norma de uma matriz A, em simbolo ||A||, qualquer
funcdo definida no espaco vetorial das matrizes n x n, com valores em R,
satisfazendo as seguintes condi¢des:

e 1) ||A|| > 0 e ||A|| =0 se, e somente se, A= 0 (matriz nula);
e 2) ||MA|| = |Al||A|| para todo escalar A;
e 3) ||[A+ BJ|| < ||A|| +||B|| (desigualdade triangular).
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Revisao: Normas

Seja A uma matriz nxn, definimos:
|Al|oo = maxi<i<n D71 |aj| - norma infinito (norma linha);

|A[l = MaXi1<j<n 27:1 Ia;j] - norma coluna.

3 2 -1
Exemplo: A = 6 3 4
-1 2 1

|A]loc = max{6,13,4} = 13;
||All1 = max{10,7,6} = 10.
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O Método de Jacobi-Richardson

Considere o sistema linear Ax = b de ordem n, onde det(A) # 0, isto é:

aiixi + apxo + ... + a1pxn = by,
az1x1 + axpXo + ... + anxn = bo,
asixy + aspxo + ... + aznxy = bz,

anm X1+ amXo + ... + anpxn = bp.

A matriz A pode ser escrita como a soma de trés matrizes:

A=L+D+R,

onde:
@ L é uma matriz triangular inferior formada pela parte inferior de A,
@ D é uma matriz diagonal formada pela diagonal de A e

@ R é uma matriz triangular superior formada pela parte superior de A.
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O Método de Jacobi-Richardson

Entdo: L = (l;j), D = (djj) e R = (rjj), onde:

[ — a,~j,i>j e — a,-j,i:j R a,-j,i<j
iT0i<j T 00z T 0iz)
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O Método de Jacobi-Richardson

Exemplo:
d11 412 413
a1 a2 azs =
431 432 4a33
0 0 0 aill 0 0 0 di2 adi3
ani 0 0 + 0 an) 0 + 0 0 an3
a3l as2 0 0 0 da33 0 0 0
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O Método de Jacobi-Richardson

Supondo que det(D) # 0, podemos transformar o sistema linear original
em:

Ax= b =
(L+D+R)x= b =
Dx= —(L+R)x+b =

x= —-DYL+R)x+D1h |

onde -D"}(L+R)=BeD 'b=g.
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O Método de Jacobi-Richardson

O processo iterativo definido por

xF) = —p=1(L + R)xK) + D1p

€ chamado de Método de Jacobi-Richardson.
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O Método de Jacobi-Richardson

Supondo que det(D) # 0 (a;; # 0, i = 1,..., n) e dividindo cada linha de A
pelo elemento da diagonal, temos:

1 312/311 a13/an 312 ajs
an1/a» 323/ a a21 a3 | =
as1/as3 332/ a33 332 1

0 0 0 100 0 a, al
a3 0 0|+ 010 |+ 0 0 a3
a5, a, 0 00 1 0 0 0

Assim temos:
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O Método de Jacobi-Richardson

No caso geral

aj - . aj - .
I*: a;;-:;;,l>_] . rf: 3;5:?;;1<J b*:ﬁ
v 0,i<j CY 0,i>j T ag
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O Método de Jacobi-Richardson

Reescrevendo novamente o sistema, temos:

Ax= b =

A*x = b* =
(L*+ 1+ R*)x= b* =
x= —(I*+R*)x+b"

onde —(L* 4+ R*) = B e b* = g. O processo iterativo fica:

X(k+l) _ _(L* + R*)X(k) + b*.
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Convergéncia do Método de Jacobi-Richardson

Vimos que o processo iterativo
xF) = Bx(k=1) 4 g

converge se ||B|| < 1, para a0 menos uma norma.

No caso do Método de Jacobi-Richardson ele converge se ao menos um

critério de convergéncia é satisfeito. Ou seja, se para alguma norma
[|IL* + R*|| < 1.
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Convergéncia do Método de Jacobi-Richardson

@ Critério das linhas

IL* + R[] s < 1.

max |a
1<is<n, —/ .
J=Lj#

i

@ Critério das Colunas
[IL* + R*||1 < 1.
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Convergéncia do Método de Jacobi-Richardson

Note que, se a matriz for estritamente diagonal dominante (isto é, em
cada linha, o médulo do elemento da diagonal é estritamente maior que a
soma de todos os médulos dos outros elementos da linha), ent3o o critério
de convergéncia é automaticamente atendido para B = —(L* + R*).
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Critérios de Parada

@ Erro absoluto

Eabs = ||Xk _Xk_1|| <e.
@ Erro relativo

[k —xk 1|
T

Geralmente, € é um valor suficientemente pequeno que nos indica a

Erel =

tolerancia que o erro poderd ter (ex: € = 1072, ¢ = 1073, ¢ = 107%).
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Resolva o sistema linear:

10x1 +2x0 + x3 = 7,
x1 + bxo + x3 = —8,
2x1 +3x0 +10x3 =6

pelo Método de Jacobi-Richardson com x(©) = (0.7, -1.6,0.6)7, até

encontrar um erro menor do que 1072,
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Exemplo (solugdo)

Primeiramente, vamos verificar se é possivel obter convergéncia.
Vemos que a matriz € estritamente diagonal dominante:

la12| + |a13] = [2] + [1] < [10] = |11,
|az1| + Ja23| = [1] + [1] < [5] = |az2],
|as1| + |as2| = [2] + [3] < [10] = |as3].

Isso j& nos garante que o método ird convergir.
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Exemplo (solugdo)

Critério das linhas:

|af,| + |ajs] = (0.2 4 0.1] = 0.3,
|a3; | + |a33] = |0.2] +10.2| = 0.4,
|a3,] + |a%,] = [0.2] +]0.3] = 0.5,

3
max laj| = 0.5 < 1.
1<i<n , — |
J=1J#i
Critério das colunas:

|ab |+ |a%,| = 10.2] 4 |0.2| = 0.4,
|af,| + [a35] = (0.2 4 10.3] = 0.5,
|ai5] + |a35] = [0.1] +]0.2] = 0.3,

3
max laj| =05 < 1.
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Exemplo (solugdo)

K = _0.29 —0.1x{F + 0.7,
xS = —0.2x9) —0.2xF) — 1.6,
(k“) —0.2x¥ —0.3x{¥ + 0.6.

o lteracdo 1:

A = 2024 — 0.1xY + 0.7 = —0.2(~1.6) — 0.1(0.6) + 0.7 = 0.96,
A = —0.2x9 — 0.2x{” — 1.6 = —0.2(0.7) — 0.2(0.6) — 1.6 = —1.86,
(” —0.2x ( )~ 03" + 0.6 = —0.2(0.7) — 0.3(—1.6) + 0.6 = 0.94.

Ana Paula Mazzini (EESC-USP) sme0100 - Célculo Numérico | 31 de agosto de 2012 29 / 57



Exemplo (solugdo)

Calculando o erro:

0.26
Eaps = ¥V = xO| o =1{/| —0.26 —0.34> 1072,
034 /|

X = x|, 0.34
T X 1.86

~ 0.1828 > 1072.
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Exemplo (solugdo)

Como o critério de parada ndo foi satisfeito, continuamos o processo
iterativo.

x1 || 0.7 | 0.96 | 0.978 | 0.9994 | 0.9979
x2 || -1.6 | -1.86 | -1.98 | -1.9888 | -1.9996
x3 || 0.6 | 0.94 | 0.966 | 0.9984 | 0.9968
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Exemplo (solugdo)

Calculando o erro:

—0.0015
Eaps = [|x*) — x| = ||[ 0.0108 =0.0108 > 1072,
0.0016 /||
|x®) — x| 0.0108 >
Erel = - ~0.0054 < 102,
o x®)]| 1.9996

Com isso, paramos o processo iterativo e devolvemos x(4) como solucdo do
sistema.
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Método de Gauss-Seidel
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Baseado no livro Célculo Numérico, de Neide B. Franco.

31 de agosto de 2012

M. Andretta / F. Toledo (ICMC-USP) sme0100 - Célculo Numérico | 31 de agosto de 2012 33 / 57



Introducao

Como vimos, queremos resolver o sistema linear:
Ax = b.

Para tanto vamos reescrever o sistema como:

x=Bx+g.
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O Método de Jacobi-Richardson

O processo iterativo definido por
xk+1) = —_D=1(L 4+ R)x(K) + D~ 1p

€ chamado de Método de Jacobi-Richardson.

M. Andretta / F. Toledo (ICMC-USP) sme0100 - Célculo Numérico | 31 de agosto de 2012 35 / 57



O Método de Gauss-Seidel

Transformando o sistema:
(L*+ 1+ R*)x = b*.
em:
(L*+ Nx =—R*x+ b*
= —(L*+ )7IR*x + (L* + 1)~ 1b*
O processo iterativo definido por:
XKD — (1% 4 1) 1R*x(K) 1 (L* 4 1) 1p*

é chamado de Método de Gauss-Seidel.
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O Método de Gauss-Seidel

Observe que multiplicando:

xUAD) = — (L + 1) 7R 4 (L% 4 1)1
por (L* + /) temos:

(L* + x4 = —Rex(K) 4 p*
ou ainda:

x(k+1) — oy (k+1) (k) + b*
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O Método de Gauss-Seidel

X(k+1) — —L*X(k+1) o R*X(k) + b*

pode ser escrito como:

NERI ) i el
xz(kﬂ) = —azlx;fkﬂ) +0 —3§3X§k)'~ —a2nx,(,k) +b
X§k+1) _ a31X1(k+1) — a5, D g —a3nx,(1k) +b3
% k+1 *
= —an Y e “dhavnn) b
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O Método de Gauss-Seidel

Note que as componentes x(KT1) podem ser calculadas sucessivamente
sem a necessidade de se calcular (L* + /)71,

Observe também que usamos para o célculo de uma componente de x(k+1)
o valor mais recente das demais componentes. Por esse motivo o método
de Gauss-Seidel também é conhecido por Método dos Deslocamentos
Sucessivos.

Esse método difere de Jacobi-Richardson por utilizar no célculo de uma
componente de x(k*1) o valor mais recente das demais componentes.
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Resolva o sistema linear:

10x1 +2x0 +x3 =7,
x1 + bxo + x3 = —8,
2x1 +3x0 +10x3 =6

pelo Método de Gauss-Seidel com x(®) = (0.7, -1.6,0.6) T, até encontrar

um erro menor do que 1072
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A série

(k1) — _xy (k+1) _ Rx (k) + b*
converge?

Critério: A série serd convergente se, para alguma norma de matrizes,
I|B|| < 1.

Qual é a B no método de Gauss-Seidel?
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Convergéncia

A B no método de Gauss-Seidel é dada por:

B=—(L*+ 1*)-DR*
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Normas consistentes

Definicao: se uma norma de matriz e uma norma de vetor estdo
relacionadas de tal forma que a desigualdade

[AX[] < [JAlllIx[|

é satisfeita para qualquer x, entdo dizemos que as duas normas s3o
consistentes.

obs. a norma infinito para matrizes e a norma infinito para vetores s3o
consistentes.
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Convergéncia

Logo, temos que:
[1Bx] < [|BI[]|x]|
Se ||B]| < k temos que
[1BxI| < |[BI[l|x[I < kl[x]]
impondo que k < 1 teremos que

1Bl <1
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Convergéncia

Seja

y = Bx

Para o método de Gauss-Seidel, sabemos que:
B=—(L*+1)"'R
Logo,
y=—(L*"+1)"1R*x
(L*+ 1y =—-R*x

y=—-L"Y— R*x
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Convergéncia

Dado que y = —L*y — R*x podemos escrever que:
_ * * * *
Yo = —ayy1 —a3X3 —ayXs —... —ay,Xp
_ * * * *
_ * * * *
Yn= —a8my¥1 —apY2 —apg¥y3 —-- —Tann_1Yn
Queremos calcular ||Bx||s € sabemos que ||Bx||ococ = ||¥||c0, OU s€ja,
[1Bx|| = maxi<i<n lyil
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Convergéncia

Sabemos que:

il = | — alpx2 — aj3x3 — afgxa — ... — Al xp
y1l = |ZJ"1:2 _aTjXJ'|

vl <3070 [ = appxl < 325 g1l

| < ZJ"’:Q |aij| max; |xj| = Zf:z |a’1‘j| |1x[loo

yil < Billxllee  em que B1 =3 7, a7
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Convergéncia

Calculando |y»|:

lyo] = | — @31y1 — a33X3 — abaXa — ... — @1 Xn
ya| = | — a3 y1 + 2}123 —agjxj]
ol <1 = a3yl + 2073 — a3] < |ag | Ival + 2075 1331l

yal < @3] B [1xlloo + 3 7 |23 | max; x|
ol < adi| Br [Ixlloo + 22523 [a5;] [[x]]oo

vol < Bollxlloo em que B = [a5; |51 + 3 7 5 |a3)]
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Convergéncia

Calculando |y;|:

il =1 —afy1 —ahny2 — ... — @l _Yic1 — a1 Xik1 — - — 3

il = | Z};i —aLyj+ it —axl < Z};i | —ahyil + >0 | = ax
il <3211 = a5l vl + X | — a3l ]

il < 305211 = a5l By [1Xlloo + 2figa | — 25| max; [x]

i—1
il <3252 1= a1 B [xlloo + 22miva [ = aj [1x[loo
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Convergéncia

Portanto:

il < Billx]lo

i—1
em que: i =3 ;1 4510 + D1 iy |ajl
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Convergéncia

Sabemos que:

o [|Bx|loo = [lylloo = maxi<i<n |yil < maxi<i<n Billx|loo
o [|Bx|loo < [IBl]oollX]loo

logo, como ||Bx||so < k||X||oc temos que

[Blloc < maxi<i<n Bi

i—1
em que: B = iZy a8 + 200 iy Al
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Convergéncia

Se

maxi<i<n ,B,‘ <1

teremos que: ||B|| < 1 e, portanto, estara satisfeita uma condi¢do
suficiente de convergéncia.

Este é o critério de Sassenfeld.
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Critérios de Conver

O método de Gauss-Seidel converge se:
a) o critério de Sassenfeld for satisfeito, ou seja,
maxi<i<n B,’ <1
i _ i—1 . n
em que: f; = Zj:l |37}‘BJ + Zj:i+1 |3Z‘
b) o critério das linhas for satisfeito, ou seja,
n

maxi<i<n Yoz lapl <1
c) se a matriz dos coeficientes for estritamente
diagonal dominante.
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Resolva o sistema linear abaixo pelo método de Gauss-Seidel, com
erro < 1072,

bxy + ]_X2 + ]_X3 = 5
3xi + 4 + 1x3 = 6
3x1 + 3x + 6x3 = 0

Solucdo: verificando a convergéncia:

@ A matriz ndo é estritamente dominante;
FALHA

@ pelo critério das linhas

maxi<i<n >,i1jyilai| = max{0.4,1.0,1.0} =1.0 £ 1
FALHA

@ Critério de Sassenfeld
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Critério de Sassenfel:
Mmaxi<i<n ,8,‘ <1

i—1
em que B = > i7q [af] B + 270 4]

5x1 + lx + 1lx3 = 5 1.00 0.20 0.20
3 + 4o + 1x3 = 6 A= 075 1.00 0.25
3 4+ 3% 4+ 6x3 = 0 0.50 0.50 1.00
81 = 0.20 + 0.20 = 0.40 B> = 10.75] 0.40 + 0.25 = 0.55

83 = [0.50| 0.40 + |0.50| 0.55 = 0.475
max{0.40,0.55,0.475} = 0.55 < 1.0

Logo, segundo este critério o método de Gauss-Seidel converge!
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S~ 020 oo 4 100
= 075X — 0.25x9) 1 1.50
KRR AR

A partir de x(9) = (0,0,0)7, temos x(1) =

XM = 1.000
iV = —0.750(1.000) + 1.500 = 0.750
XY = —0.500(1.000) — 0.500(0.750) = —0.875

o & IO =xO)je _ 1.000 _
O erro relativo € igual a: D[ = 1000 = 1.000 > 0.01.
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x® = —-0.200(0.750) — 0.200(—0.875) + 1.000 = 1.025

X2 = —0.750(1.025) — 0.250(—0.875) + 1.500 = 0.950
X2 = —0.500(1.025) — 0.500(0.950) = —0.9875
0 lativo é igual a: X2 Pl _ 02 _ 01951 - 0,01
erro relativo ¢ igual a: @ 1095 . > 0.01.
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