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Método dos Gradientes Conjugados

Estamos interessados em resolver o sistema linear

Ax = b,
com A€ R™"e b e R" dados.

Quando a matriz A é esparsa, podemos n3o té-la representada, mas dispor
apenas de rotinas que calculem o produto de A por um dado vetor v.
Neste caso, ndo é possivel usar os métodos diretos ou os Métodos
Jacobi-Richardson ou Gauss-Seidel.
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Método dos Gradientes Conjugados

Uma possibilidade, como ja vimos, é utilizar o Método dos Gradientes

Uma desvantagem deste método é que sua convergéncia costuma ser
muito lenta.

Fonte: Shewchuk, J R. An Introduction to the Conjugate
Gradient Method Without the Agonizing Pain Edition 1. School

of Computer Science Carnegie Mellon University Pittsburgh. PA,
1994.
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todo dos Gradientes Conjugados

Uma alternativa para resolver um sistema linear que veremos agora é o
Método dos Gradientes Conjugados.

Este é um método iterativo, que parte da mesma ideia do Método dos
Gradientes (minimizar uma fun¢do quadratica). No entanto, veremos que
ha um limitante para o nimero de iteracOes necessarias para que o
Método dos Gradientes Conjugados convirja a solucdo do sistema linear.
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Método dos Gradientes Conjugados

Assim como no Método dos Gradientes, trocaremos o problema de
encontrar uma solucdo para o sistema Ax = b pelo problema equivalente
de encontrar um minimizador de %XTAX — bTx, com A simétrica e
definida positiva.

Dada a fung¢do f(x) = %XTAX — b7 x, lembre que:
Vi(x) = Ax — b;

V2f(x) = A.

Encontrar a solugdo do sistema linear Ax = b é equivalente a encontrar o
ponto x que satisfaz Vf(x) = Ax — b =0, ou seja, o minimizador da
funcdo f.
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Método dos Gradientes Conjugados

Antes de descrever o Método dos Gradientes Conjugados, precisamos da
seguinte definicdo:

Definicao 1: Dada uma aplicacio linear A definida positiva, duas direcoes
X ey sdo ditas conjugadas se

(Ax)Ty =yTAx =0.
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Método dos Gradientes Conjugados

A primeira iteragdo (k = 1) do Método dos Gradientes Conjugados serd
igual a primeira iteracdo do Método dos Gradientes.

Ou seja, calculamos o residuo

r():AXo—b

e definimos a direcdo

p1 = —ro.
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Método dos Gradientes Conjugados

O novo ponto é dado por

X1 = Xo + tp1,
com
t=qr=— T
(Ap1)"p1 (An)Tro

(igual ao método do gradiente)

Portanto,
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Método dos Gradientes Conjugados

Para definir a direcdo pi, para cada iteracdo k > 1, tomamos uma direcdo
que seja conjugada a diregao pk_1, isto é, queremos que

(Apk) " p—1 = p{ Apk—1=0.

Além disso, tomamos pyx como uma combinac3do linear de rx_1 e py_1.

Como o coeficiente de r_1 nesta combinacdo linear ndo pode ser nulo,
definimo-lo como -1. Assim,

Pk = —rk—1 + Qk—1Pk—1- (2)
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Método dos Gradientes Conjugados

Precisamos, entdo, definir o valor de ay_1.

Note que

pi Apk—1 =0 => (—ri—1 + ax_1pk—1) Apk—1 =0 =

—n_1Apk—1 + ak_1p}_1Apk—1 = 0.
Ou seja,

para k > 1.
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Método dos Gradientes Conjugados

Calculada a direcido py, precisamos definir o tamanho de passo g para
calcular

Xk = Xk—1 + qkPk- (4)

O tamanho de passo gi ¢é definido como o minimizador da func¢do
%XTAX — b x na direcio px. Ou seja,

]
Fe—1Pk

G = — 1Pk 5

K= (A T o ®)
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Método dos Gradientes Conjugados

Note que ak—1 € gk, definidos em (3) e (5), respectivamente, sempre sdo
maiores do que zero.

Como ry = Axx — b, temos que

rk = A(Xk—1 + qpk) — b = Axk—1 — b+ qrApk =

e = re—1 + qrApk. (6)
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Método dos Gradientes Conjugados

O Método dos Gradientes Conjugados é definido pelas férmulas (1) a (6).

No entanto, podemos usar algumas propriedades sobre o residuo r, para
simplificar os calculos de ax_1 e qg.
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Método dos Gradientes Conjugados

@ O residuo na itera¢do k (ry) é ortogonal ao residuo na iteragdo k — 1
(rk—1). Ou seja,

I’kTI’k,1 =0.

@ O residuo na iteracdo k (rx) é ortogonal a direcdo calculada na
iteracdo k (px). Ou seja,

r,;rpk = 0.

@ O residuo na iteragdo k (rx) é ortogonal a diregdo calculada na
iteracdo k — 1 (pk—1). Ou seja,

rd pk—1=0.
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Método dos Gradientes Conjugados

Lembre-se que

q r/;rflpk
k= =77~
(Apx) " px
Com estas propriedades, temos que
—(r1pk) = —rd 1 (—r-1 + ok-1pre1) =

T T T
Me—1Mk—1 — Qk—1"_1Pk—1 = Me_1rk—1
Ou seja,

q rkT—lrkfl
k= 7o~
(Api) T px
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Método dos Gradientes Conjugados

O valor de a_1 é dado por

ey = r;z—_lAPk—l
P/Z—_lAPk—l
Como
rk = rk—1+ qeApk,
temos que

Apk-1= (rk—1 — rk—2)-

dk—1
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Método dos Gradientes Conjugados

Usando as propriedades mencionadas, temos que

1
1 Apko1=rl <qk 1(rk71 - sz)) =
1 1
ry_1tk—1 — ——r_1tk—2> =
qk—1 k=l Ak—1 k=1
1

T T
Mk 1APk-1 = Fk—1"k—1-
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Método dos Gradientes Conjugados

Além disso,

1
dk—1

pl_1Apk_1=pl_; ( (rk—1— fk—2)> =

—Pf 1~ ——Pf k2= ———pf 1rk2 =
Q1 <t Q1 <t Q1 <t

1
(=t atakopk2) ko= ————(—r ok otar opl_ori o) =
Ak—1 dk—-1

1 7 Qg2
Me—2rk—2 —
Ak—1 qk—1

-
Pi—_ork—2 =
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Método dos Gradientes Conjugados

Portanto,
-
I re_1APk—1
Pk_lAPk—l
o N1k
k=1 = —F
Me—olk—2
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Método dos Gradientes Conjugados: dadas a dimens3o n, uma matriz
A € R"™" simétrica definida positiva, um vetor b € R", uma aproximacio
inicial xp, uma tolerancia TOL > 0 e o nimero maximo de iteracdes
MAXIT, devolve x;, uma aproximacao da solucdo de Ax = b ou emite uma
mensagem de erro.

Passo 1: Faca rp < Axg — b.
Passo 2: Se ||| < €, entdo

devolva xg como solugdo e pare.

.
. o I’O ()
Passo 3: Faca p1 + —rnge g1 + AT

Passo 4: Faca x3 < xo + g1p1.

lIx1—xol|

Passo 5: Se |[x1 — xp|| < € ou I

< €, entdo
devolva x; como solucdo e pare.

Passo 6: Faca rn < rp + q1Ap1 e k < 2.
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Algoritmo - continuacao

Passo 7: Enquanto k < MAXIT, execute os passos 8 a 14:
Passo 8: Se ||rk—1]| < €, entdo
devolva x,_1 como solucdo e pare.

I‘T ri
Passo 9: Faca a1 «— -,
Mk—2"k—2
Passo 10: Faca pyx < —rx—1 + Qr_1pk—1.
k 17k—1
(Api) TP’

Passo 12: Faga xx < xx_1 + qkp«k-.

Passo 11: Faca qx <

Passo 13: Se |[xx — xk—1|| < € ou W < €, entdo

devolva x; como solucdo e pare.
Passo 14: Faga ri < rk—1 + qxApk e k <+ k + 1.

Passo 15: Escreva “o método falhou apés MAXIT iteracbes” e pare.
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Teorema 1: No Método dos Gradientes Conjugados, as direcdes py
formam um sistema de direcées conjugadas e os residuos formam um
sistema ortogonal. Isto é, parai,j =1,2,..., 1 #j,

(Api)Tp; =0

ri =0.
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Convergéncia

Teorema 2: Dado um sistema linear Ax = b, Aec R™", b,x € R", o

Meétodo dos Gradientes Conjugados fornece a solugcdo do sistema em, no
maximo, n iteragoes.
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Vamos usar o Método dos Gradientes Conjugados para encontrar a solucao
do sistema linear

10 1 O X1 11
1 10 1 x | =1 11
0 1 10 X3 1

com precisdo 1072, usando o ponto inicial xg = (0,0,0)7.
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Na primeira iteragdo (k = 1), temos que

—11
n = —11 s
-1
p1 = —r, g1 = tmin = 0.0902,
0.9922 —0.0858
X] = 0.9922 e n= 0.0044
0.0902 0.8942
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Para kK = 2, temos

' 0.8070

= = = 0.0033
“ rOTro 243
e
0.0858 11 0.1221
pp=—n+aip1 = | —0.0044 | +0.0033| 11 | = 0.0319
—0.8942 1 —0.8909
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Assim,
10 1 O 0.1221 1.2529
Apr = 1 10 1 0.0319 | = —0.4498 |,
0 1 10 —0.8909 —8.8771
(Apg)sz = 0.1530 — 0.0143 + 7.9086 = 8.0473
e

rlTrl _0.8070

_ _ — 0.1003.
= (Ap)Tp, ~ 8.0473
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Portanto,
0.9922 0.1221 1.0044
xp=x1+ gapp = | 0.9922 | + 0.1003 0.0319 | = | 0.9954
0.0902 —0.8909 0.0008
e
0.0399
n=n+qAp = —0.0407
0.0038
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Para k = 3, temos

rlr ~0.0033

= = = 0.0041
@27 T T 0.8070
(S
—0.0394
p3 = —rn+ aopy = 0.0408
—0.0001
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Assim,
—0.3532
Aps = 0.3685 |,
0.0398
(Ap3)Tp3 = 0.0139 4 0.0150 — 0.0000 = 0.0289
e

r2Tr2 ~0.0033

_ - — 0.1142.
= (Aps)Tps ~ 0.0289
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Portanto,
0.9999
X3 =Xp+ q3p3 = 1.0001
0.0008

Note que

IIx3 — x2|| 00 _0.0047

- ~ 0.0047 < 1072
Dol Looor 00047 <10
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