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Método das Poténcias

O Método das Poténcias é um método iterativo para determinar
numericamente o maior autovalor em mddulo de uma matriz.

Com uma pequena modificacdo, este método também pode ser usado para
determinar outros autovalores de uma matriz.

Uma vantagem deste método é que, além de determinar um autovalor, ele
determina também o autovetor associado.
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todo das Poténcias

Para que o Método das Poténcias encontre uma aproximacdo para o maior
autovalor em médulo (e autovetor associado) de uma matriz A € R™",
supomos que A tem n autovalores A1, A2, ..., A, € um conjunto de
autovetores associados {v(V), v(® . v("} linearmente independente.

Além disso, supomos que A tenha somente um autovalor A1 que seja
maior em médulo. Ou seja, |A1] > |A2| > |A3| > ... > |\ > 0.
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Método das Poténcias

Considere, por exemplo, a matriz

Ela possui autovalores Ay = 3, A\ = 2 e A3 = 2. Os autovetores
associados sio v(t) = (0,0,1)7, v(® = (1,0,0)7 e v(3 = (0,0,0)”. Note
que os autovetores nao sao linearmente independentes.

Quando os autovetores de uma matriz n3o s3o linearmente independentes,
o Método das Poténcias ainda pode encontrar o autovalor de maior
médulo, mas n3o ha garantia de isso aconteca.
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Método das Poténcias

Considere uma matriz A € R™", com autovalores A1, A2, ..., A\, € um
conjunto de autovetores associados {v(l), v v(”)} linearmente
independente.

Seja x € R" um vetor arbitrario. Como {vU)|j =1,...,n} é linearmente
independente, temos que

X = Zﬂjv(j).

j=1
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Método das Poténcias

Multiplicando ambos os lados da equacdo por A, A2, ..., AX, temos

Ax = A Z gvy) = Zn: BiAVY) = Z BiavY),

j=1 j=1 j=1
X_ZBJA AvU) = ZBJ ,
j=1
Akx = Zﬁj)\j-‘v(j). (1)
j=1
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Método das Poténcias

Se isolarmos )\’1‘ em cada parcela do lado direito da equagdo (1), temos

Como |A1| > |Aj|, para j = 2,..., n, temos que

kh%moo()\'l/)\l) 0
e, assim,

lim Afx = lim A<gv(®), (2)
k— 00 k—o00
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Método das Poténcias

Se 51 # 0, o limite (2) converge quando |A1| < 1 e diverge quando
|>\1’ > 1.

Podemos fazer uma mudanca na escala das poténcias de A¥x para garantir
que o limite (2) seja finito e ndo nulo.

A mudanca de escala comeca com a escolha de x sendo um vetor tal que
[x©]|o = 1 e escolhendo uma componente py de x tal que

X =1 =[x
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Método das Poténcias

Defina y(1) = Ax(®) ¢ (1) = ( ). Ent3o,

ooy Ao )
pPo — 0 ' _
,(30) po ) 4+ 2}7:2 BjV;(Sjo)

N (5 v FXL zﬁj<A-/A1)vé{;)> |
Vpo "‘Zl 251Vpo
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Método das Poténcias

Seja p1, 1 < p1 < n, o menor indice tal que

Y =1y

Defina x(1) como

1 1
m_ 1 w_1 0
X —_ Y 1
Ul

Note que

xiy) = 1= ||x)

[[oo-

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L

sme0100 - Calculo Numérico | 3 de setembro de 2012



Método das Poténcias

Defina, agora,

2) 2
Y@ — Ax® = WA (0
Yp1

n 1
ooy (51A2V1511)+Zj:zﬁﬂzvg)> /v
YT W T =

1 n
Xp1 (51)‘ V;(n) + 22 Bj)‘j‘/;(é)) /YPl

I

A (ﬂl v+ zﬁj<A-/A1>2v£{)>
1
1Vp1 +Z 25]0\ //\l)Vpl

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0100 - Calculo Numérico | 3 de setembro de 2012



Método das Poténcias

Seja p2, 1 < p» < n, o menor indice tal que

Y21 = 1Y@ o
Defina
1 1 1
@ 2 @ _ 2 A0 _ A2 (0)
X y 7y AX R
v s vy
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Método das Poténcias

De modo andlogo, defina a sequéncia de vetores {x(™}>°_ e {y(mM}>_ e
uma sequéncia de escalares {u(’")}fn":o da sequinte forma:

(m)y _ (m) _ A ( /Blv,(,i) 1 +Z}7=2()‘j/)\1) ﬂJme 1 ) (3)

ILL -ypm 1 n
Brvge), + ijz(kj/)\l)m’lﬁjvpm_l
e
S(m) _ (1m) yim = 1 L AT,
Ypm Hk 1}’p

onde cada indice p,, é usado para representar o menor indice que satisfaz
von | = Iy
me - y o0
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Método das Poténcias

Olhando para a equagdo (3), podemos notar que limg_, ,u(’") =\, ja
que [Aj/A1] <1, para todo j = 2, ..., n, desde que x(0) seja escolhido de
modo que 1 # 0.

Além disso, a sequéncia {x(’")}‘fnozo converge para o autovetor associado a
A1 que tem norma infinito igual a um.
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todo das Poténcias

A desvantagem do Método das Poténcias é que n3o se sabe, em principio:

@ Se uma matriz possui apenas um autovalor dominante.
@ Se os autovetores da matriz s3o linearmente independentes.

@ Se um dado vetor x(9) & tal que sua representacio na base formada
pelos autovetores da matriz possui 31 # 0.
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Algoritmo

Método das Poténcias: dados uma matriz A € R™", um vetor n3o nulo
x € R", uma tolerdncia € e um nlimero maximo de iteracoes MAXIT,
calcula p (uma aproximag¢do do maior autovalor em médulo de A) e uma
aproximagdo do autovetor x, com ||x||« = 1, associado ao autovalor
aproximado por y, ou emite uma mensagem de erro.

Passo 1: Faca k + 1.
Passo 2: Calcule p, 1 < p < n, o menor indice tal que |xp| = ||X]|co-

Passo 3: Faga x «+ Xix.
p
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Passo 4: Enquanto (k < MAXIT), execute os passos 5 a 10:

Passo 5: Faca y < Ax.
Passo 6: Faga 1 < yp.
Passo 7: Calcule p, 1 < p < n, o menor indice tal que |y,| = ||¥|/c-

Passo 8: Se y, = 0, entdo

devolva 0 como autovalor, x como autovetor e pare.

Passo 9: Se ||x — yipyHoo < €, entdo

devolva p como autovalor, x como autovetor e pare.

Passo 10: Fagca x < y—lpye k+— k+1.

Passo 11: Escreva “niimero maximo de itera¢Ges atingido” e pare.
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Considere a matriz

-4 14 0
A= =5 13 0
-1 0 2

Seus autovalores s30 Ay = 6, \» =3 e A\3 = 2.

Assim, seus autovetores s3o linearmente independentes e, dependendo da
escolha de X(O), o Método das Poténcias ird convergir.
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Tome x(© = (1,1,1)7. Assim,
y® = Ax©) = (10,8,1)7.
Temos ||y =10, u(M =y; =10 e

1
M == ,M =(1,08,01)7.
W = 2oy® = (1,08,01)

Na tabela a seguir temos os valores obtidos aplicando o Método das
Poténcias.
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m () (™)
0 | (+1.000000, 4-1.000000, +1.000000) ™
1 | (+1.000000, +0.800000, +-0.100000) " | 10.000000
2 | (+1.000000, 4-0.750000, —0.111000) " | 7.200000
3 | (4-1.000000, +0.730769, —0.188803) 7 | 6.500000
4 | (+1.000000, 4-0.722200, —0.220850) " | 6.230769
5 | (41.000000, +0.718182, —0.235915)7 | 6.111000
6 | (+1.000000,4-0.716216, —0.243095)7 | 6.054546
7 | (+1.000000, 4+-0.715247, —0.246588) " | 6.027027
8 | (+1.000000,4-0.714765, —0.248306) 7 | 6.013453
9 | (41.000000, +0.714525, —0.249157)7 | 6.006711
10 | (+1.000000, 4-0.714405, —0.249579)7 | 6.003352
11 | (4-1.000000, +0.714346, —0.249790) " | 6.001675
12 | (+1.000000,4-0.714316, —0.249895)7 | 6.000837
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