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Solucdo basica viavel inicial

Para aplicar o Método Simplex, precisamos de uma solu¢do basica vidvel
inicial.

Em alguns casos, ela é ficil de ser calculada. Por exemplo, suponha que
desejamos resolver um problema com restri¢Ges escritas na forma Ax < b,
com b > 0.

Podemos acrescentar varidveis de folga s ndo-negativas e reescrever as
restricoes como Ax + s = b.

O vetor (x, s) definido por x =0 e s = b é uma solugdo bésica vidvel e a
matriz base correspondente é a identidade.
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Solucdo basica viavel inicial

No caso geral, no entanto, encontrar uma solug¢do bdsica viadvel inicial nao
é simples. Para isso, é necessdrio encontrar uma solu¢do para um
problema de programacao linear auxiliar.

Considere o problema

minimizar cTx

sujeita a Ax = b,
x > 0.

Podemos considerar, sem perda de generalidade, que b > 0 (caso alguma
componente de b seja negativa, basta multiplicar a restricdo
correspondente por -1).
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Solucdo basica viavel inicial

Acrescentamos um vetor de varidveis artificiais y € R™ e usamos o
Método Simplex para resolver o problema auxiliar

minimizar y1 +y2 + ... + ym
sujeitaa Ax+y = b,
0,
0.

X
y

ALY,

Encontrar uma solucdo basica viavel inicial para este problema auxiliar é

facil: basta considerar x =0 e y = b. A base associada a esta soluc3o ¢ a
matriz identidade.
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Solucdo basica viavel inicial

Note que, se x é uma solucdo vidvel do problema original, esta escolha de
x e y = 0 tem custo nulo para o problema auxiliar.

Portanto, se o custo 6timo para o problema auxiliar é ndo-nulo, temos que
o problema original é inviavel.

Se, por outro lado, obtemos uma solugcdo com custo nulo para o problema
auxiliar, ela deve satisfazer y = 0. Neste caso, x é uma solucdo basica
vidvel para o problema original.
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Solucdo basica viavel inicial

Assim, temos um método que ou detecta inviabilidade do problema, ou
calcula uma solucdo basica viavel inicial.

No entanto, para aplicar o Método Simplex ao problema original,
precisamos também da base B associada a solucdo bdasica viavel inicial e,
dependendo da implementacgdo, o tableau correspondente.

Isso é facilmente obtido caso o Método Simplex aplicado ao problema
auxiliar termine com uma matriz base B que contém apenas colunas da
matriz A.

Neste caso, basta eliminar as colunas correspondentes as varidveis
artificiais e continuar aplicando o Método Simplex no problema original,
usando B como a matriz inicial.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 10 de outubro de 2016 6 /48



Eliminando varidveis artificiais da base

Caso o problema original seja vidvel, o Método Simplex seja aplicado para
resolver o problema auxiliar, ele termine sua execucdo em uma solucdo
vidvel x* do problema original, mas alguma varidvel artificial esteja na base
final, temos uma situacdo mais complicada para calcular uma base B
inicial para resolver o problema original.

Neste caso, como o valor das varidveis artificiais é 0, temos uma solucdo
bésica vidvel degenerada para o problema auxiliar.
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Eliminando varidveis artificiais da base

Seja k o nimero de colunas de A que estdo na base final (k < m).
Suponha, quem perda de generalidade, que estas sejam as colunas
AB(1)s s AB(K)-

Note que xp(1), -, XB(k) S30 as Unicas varidveis que podem ndo valer 0.

Como Ap(1), ..., Ag(k) fazem parte da base, elas devem ser linearmente
independentes.
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Eliminando varidveis artificiais da base

Como estamos supondo que as linhas de A s3o linearmente independentes,
as colunas de A geram R™ e, por isso, podemos escolher m — k colunas
adicionais Ag(ky1); ---s Ag(m) de A de forma que as colunas

AB(1); - AB(m) sejam linearmente independentes.

Ou seja, é possivel encontrar uma base formada exclusivamente por
colunas de A, como queremos.

Com esta base, todos os elementos n3o-basicos de x* valem 0 e segue que
x* é uma solucdo basica vidvel associada a esta nova base também.

Ao fazer isso, as varidveis artificiais, bem como suas correspondentes
colunas no tableau, podem ser eliminadas.
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Eliminando varidveis artificiais da base

O procedimento que acabamos de descrever depende fortemente da
suposicao que as m linhas de A s3o todas linearmente independentes.

Se isso nao for verdade, é impossivel construir uma base para R™ usando
colunas de A e existem restricoes de igualdade redundantes que devem ser
eliminadas.

Isso pode ser feito mecanicamente, usando o tableau completo, como
descrevemos a seguir.
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Eliminando varidveis artificiais da base

Suponha que a ¢-ésima variavel basica seja uma variavel artificial, que vale
0.

Examinamos a /-ésima linha do tableau e encontramos um j tal que a
(-ésima entrada de B~1A; é n3o-nula.

Vamos ver que A; € linearmente independente das colunas Apy), ..., Ag(k)-
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Eliminando varidveis artificiais da base

Note que B*IAB(,-) =e¢;, parai=1,...,k. Como k < £, a componente /¢
desses vetores é nula.

Portanto, qualquer combinac3o linear desses vetores terd a componente /
nula.

Como a componente ¢ de BilAj € n3o-nula, este vetor n3o é uma
combinacgdo linear de B_lAB(l), vy B_lAB(k).

Equivalentemente, A; ndo é combinacgdo linear de Ap(y), ..., Ag(k)-
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Eliminando varidveis artificiais da base

Fazemos, entdo, A; entrar na base e a /-ésima varidvel sair da base.

Isso é feito da maneira usual: realizando as operag¢des elementares de linha
que transformam B_lAj da /-ésima coluna da identidade.

A lnica diferenca em relagdo ao Simplex usual é que o elemento pivd
(¢-ésimo elemento de B~1A;) pode ser negativo.
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Eliminando varidveis artificiais da base

Como a /-ésima variavel basica era nula, somar um miiltiplo da ¢-ésima
linha as outras linhas ndo muda o valor das varidveis basicas.

Isso significa que depois da mudang¢a da base, permanecemos na mesma
solucdo basica vidvel do problema auxiliar, mas reduzimos o nimero de
variaveis basicas artificiais em um.

Repetimos este processo tantas vezes quanto necessario, até que todas as
varidveis artificiais tenham sido removidas da base.
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Eliminando varidveis artificiais da base

Suponha agora que a ¢-ésima linha de BilAj seja nula. Neste caso, o
procedimento descrito n3o pode ser aplicado.

Note que a /-ésima linha de BflAj éigual a g™ A com g’ a (-ésima linha
de B71L.

Portanto, g7 A= 0", para um vetor nio-nulo g, e a matriz A tem linhas
linearmente dependentes. Como estamos lidando com um problema viavel,
temos também que g7 b = 0.

Portanto, a restricio g7 Ax = g b é redundante e pode ser eliminada.

Como esta restricdo é a informacdo dada pela /-ésima linha do tableau,
podemos eliminar esta linha e continuar a execu¢do do algoritmo.
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Exemplo 1

Considere o problema de programac3o linear

minimizar x1 + x2 + X3

sujeita a x1 + 2xo + 3x3 = 3,
—x1 + 2xp + 6x3 = 2,

4xy + 9x3 =5,

3x3 + x5 = 1,

0.

v

X1, X2, X3, X4
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Exemplo 1

Para encontrar uma solucdo viavel, construimos o problema auxiliar

minimizar x5 + X6 + x7 + xg
sujeita a X1 + 2x0 + 3x3 + x5 =3,
—Xx1 + 2x2 + 6x3 + X6 =2,
4x> 4+ 9x3 + X7 =5,
3x3 + x4 + xg =1,
X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7, X8 > 0.

Uma solugdo bdasica vidvel para o problema auxiliar é
(x5, X6, X7, xg) = b =1(3,2,5,1). A matriz base correspondente é a matriz
identidade. Além disso, temos cg = (1,1,1,1).
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Exemplo 1

Calculamos os custos reduzidos para cada variavel original x;, dados por
—cg A, e montamos o tableau original:

X1 Xo X3 X4 X5 X X7 X3

-1} 0 -8 21 -1 0 O O O
X5 = 311 2 3 0 1 0 0 O
Xg = 21-1 2 6 0 0 1 0 O
X7 = 5|1 0 4 9 0 0 0 1 O
Xg = 110 O 31 0 0 0 1
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Exemplo 1

Como os custos reduzidos das varidveis x2, x3 € x4 s30 negativos, podemos
escolher uma destas varidveis para entrar na base. Vamos escolher a
varidvel xg.

Assim, a varidvel xg deve sair da base. O pivd estd destacado no tableau:

X1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg

-1} 0 -8 21 -1 0 O O O
X5 = 3] 1 2 3 0 1 0 0 O
Xp = 21-1 2 6 0 0 1 0 O
X7 = 51 0 4 9 0 0 0 1 O
Xg = 110 O 31 0 0 0 1
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Exemplo 1

Atualizando o tableau, temos:

X1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg

-0y 0 8 -186 0 0 0 0 1
X5 = 3] 1 2 3 0 1 0 0 O
Xo = 21-1 2 6 0 0 1 0 O
X7 = 51 0 4 9 0 0 0 1 O
Xq = 110 O 3 1 0 0 0 1
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Exemplo 1

Podemos escolher a varidvel x, ou x3 para entrar na base. Escolhemos x3.

Com esta escolha, tanto xg como x; podem sair da base. Escolhemos x4.
O elemento pivd estd destacado:

X1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg

-0y 0 8 -18 0 0 0 0 1
X5 = 3] 1 2 3 0 1 0 0 O
Xp = 21-1 2 6 0 0 1 0 O
X7 = 51 0 4 9 0 0 0 1 O
Xq = 110 O 3 1.0 0 0 1
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Exemplo 1

Atualizando o tableau, temos:

X1 Xo X3 X4 X5 Xg X7 Xg

410 8 0 6 0 0 0 7
xx=| 2] 1 2 0 -1 1 0 0 -1
x=| 0/-1 2 0 2 0 1 0 -2
xx=| 2/ 0 4 0 3 0 0 1 -3
x3=[1/3 0 0 1 1/3 0 0 0 1/3
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Exemplo 1

Agora a Unica varidvel que pode entrar na base é xo. Assim, xs deve sair
da base. O elemento pivd estd destacado:

x| Xo X3 X4 X5 X Xy Xg

40 8 0 6 0 0 0 7
xx=| 2|1 2 0 -1 1 0 0 -1
xx=| 0/-1 2 0 2 0 1 0 -2
xx=| 2|0 4 0 3 0 0 1 -3
xs=|1/3/0 0 1 1/3 0 0 0 1/3
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Exemplo 1

Atualizando o tableau, temos:

X1 Xo X3 X4 Xs X6 X7 Xg

4] 4 0 0 2 0 4 0 -1
xx=| 2] 2 0 0 1 1 -1 0 1
xx=| 0[-1/2 1 0 -1 0 1/2 0 -1
xx=| 2/ 2 0 0 1 0 2 1 1
x3=1/3] 0 0 1 1/3 0 0 0 1/3
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Exemplo 1

Agora, tanto a varidvel x; com o a varidvel x4 podem entrar na base.
Escolhemos xj.

Neste caso, tanto x5 como x7 pode sair da base. Escolhemos x5. O
elemento pivo estd destacado:

X1 Xo X3 X4 Xs X6 X7 Xg

4] 4 0 0 =2 0 4 0 -1
xx=| 2] 2 0 0 1 1 -1 0 1
xx=| 0[-1/2 1 0 -1 0 1/2 0 -1
xx=| 2| 2 0 0 1 0 2 1 1
x3=1/3] 0 0 1 1/3 0 0 0 1/3
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Exemplo 1

Atualizando o tableau, temos:

x| Xo X3 X4 X5 X6 X7 Xg

0]0 0 0 o0 2 2 0 1
xx=| 1|1 0 0 1/2 1/2 -1/2 0 1,2
xx=[1/2| 0 1 0 -3/4 1/4 1/4 0 -3/4
xx=| 0/0 0 0 0 -1 -1 1 0
x3=[1/3/0 0 1 1/3 0 0 0 1/3

Neste ponto, todos os custos reduzidos sao ndo-negativos, entao
encontramos a solugdo étima para o problema auxiliar. Além disso, o
custo étimo é 0, o que significa que temos um ponto vidvel para o
problema original.
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Exemplo 1

No entanto, a varidvel artificial x; esta na base. Para obter uma solugao
bdsica vidvel para o problema original, precisamos tirar x; da base.

Note que x7 € a terceira varidvel bdsica e a terceira entrada das colunas
B71A;, j =1,...,4, associadas as varidveis originais, é 0.

Isso indica que a matriz A original tem linhas linearmente dependentes.
Podemos, entdo, remover a terceira linha do tableau, porque ela

corresponde a uma restricdo redundante. Depois disso, podemos também
remover todas as varidveis artificiais.
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Exemplo 1

Isso deixa o seguinte tableau para o problema original:

X|1 Xo X3 X4

% % * % k
xx=| 1|1 0 0 1,2
xx=|1/2| 0 1 0 -3/4
xs=|1/3 0 0 1 1/3

Agora podemos calcular os custos reduzidos para as variaveis originais,
completar o tableau e comecar a execugdo do Método Simplex para
resolver o problema original.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 10 de outubro de 2016 28 / 48



Exemplo 1

Note que, para este exemplo, a varidvel artificial xg foi desnecessaria.

Em vez de comecar com xg = 1, poderiamos comecar com xz = 1,
eliminando a necessidade do primeiro pivo.

De maneira geral, sempre que hd uma varidvel que aparece em uma (nica
restricdo e com coeficiente positivo, podemos sempre deixar esta varidvel
na base inicial e ndo precisamos associar uma varidvel artificial a esta
restricao.
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Método Simplex de duas fases

Podemos agora definir um algoritmo completo para resolver problemas de

programamcao linear na forma padrdo, chamado de Método Simplex de
duas fases.

Fase I:

P1. Se necessario, multiplique restricdes por -1, de modo que b > 0.

P2. Introduza varidveis artificiais y1, ..., ¥m, Se necessario, e aplique o
, , . m
Método Simplex ao problema auxiliar com custo > ", ;.
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Método Simplex de duas fases

P3. Se o custo étimo do problema auxiliar é positivo, o problema original
¢ invidvel e o algoritmo para.

P4. Se o custo 6timo do problema auxiliar é zero, uma solugdo vidvel para
o problema original foi encontrada.

Se nenhuma varidvel artificial estd na base final, as varidveis artificiais
e as colunas correspondentes s3o eliminadas e tem-se uma base viavel
para o problema original.
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Método Simplex de duas fases

P5. Se a f-ésima varidvel basica é uma varidvel artificial, examine o
(-ésimo elemento das colunas B~YA;, para j =1,...,n.

Se todos estes elementos s3o 0, a linha ¢ representa uma restricio
redundante e pode ser eliminada.

Caso contrério, se o ¢-ésimo elemento de uma coluna j é n3o-nulo,
aplique uma mudanca de base (com este elemento servindo como
pive): a (-ésima varidvel basica sai e a varidvel x; entra na base.

Repita este procedimento até que todas as varidveis artificiais tenham
saido da base.
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Método Simplex de duas fases

Fase ll:

P1. Sejam a base final e o tableau obtidos na Fase | a base e o tableau
iniciais para a Fase Il

P2. Calcule os custos reduzidos de todas as varidveis para a base inicial,
usando os coeficientes de custo do problema original.

P3. Aplique o Método Simplex ao problema original.
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Método Simplex de duas fases

O Método Simplex de duas fases apresentado é completo, no sentido que
ele lida com todas as possiveis situagées. Desde que a ciclagem seja
evitada (devido a ndo-degenerescéncia ou a regras de pivotamento), as
possibilidades s3o as seguintes.

@ Se o problema ¢é invidvel, isso é detectado na Fase I.

@ Se o problema é vidvel, mas linhas de A s3o linearmente dependentes,
isso é detectado e corrigido no final da Fase I, eliminando restri¢des
de igualdade redundantes.

@ Se o custo 6timo é —oo, isso é detectado na Fase Il.

o Caso contrario, a Fase Il termina com a solugdo Stima.
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Método do M-grande (ou big-M)

Vejamos agora o Método do M-grande, que combina as duas fases em
uma sé.

A ideia é introduzir uma func3o de custo

n m
Z cxj + M ZY:',
= i—1

com M uma constante positiva grande e y; varidveis artificiais como na
Fase | do Simplex.
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Método do M-grande (ou big-M)

Para M suficientemente grande, se o problema original é vidvel e o custo
6timo ¢é finito, todas as variadveis artificiais vao para 0, o que nos leva a
minimizacdo da fun¢do objetivo original.

De fato, ndo é necessério fixar um valor numérico para M. Podemos
deixar M como um parametro indeterminado e calcular os custos reduzidos
em funcdo de M.

Sempre que M é comparado com outro ndmero (para decidir se um custo
reduzido é negativo), M serd tratado como maior.
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Exemplo 2

Considere o mesmo problema de programacao linear do Exemplo 1:

minimizar x1 + x2 + X3

sujeita a x1 + 2xo + 3x3 = 3,
—x1 + 2xp + 6x3 = 2,

4xy + 9x3 =5,

3x3 + x5 = 1,

0.

v

X1, X2, X3, X4
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Exemplo 2

Usaremos o Método do M-grande com o problema auxiliar

minimizar x3 + x2 + X3 4+ Mxs + Mxs + Mxy
sujeita a X1 + 2xo + 3x3 + x5 = 3,
—x1 + 2x2 + 6x3 + X6 =2,
dxy + 9X3 + X7 = 5,
3x3 + x4 =1,
X1, X2, X3, X4, Xg5, Xp, X7 Z 0

Como a variavel auxiliar xg € desnecessdria, ela ndo serd usada.
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Exemplo 2

Uma solucdo basica vidvel para o problema auxiliar é calculada fazendo
(x5, X6, X7,x4) = b=(3,2,5,1).

A matriz base correspondente é a identidade.

Além disso, temos cg = (M, M, M, 0).

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 - Otimizacao linear 10 de outubro de 2016 39 / 48



Exemplo 2

Calculamos os custos reduzidos para cada uma das varidveis originais x;,
dado por ¢; — cBTA,-, e montamos o tableau inicial:

X1 X2 X3 X4 X5 X X7

-IOM | 1 -8M+1 -18M+1 0 0O 0 O

X5 = 311 2 3 0 1 0 O
X6 = 2| -1 2 6 0 0 1 O
X7 = 51 0 4 9 0 0 0 1
Xa = 110 0 31 0 0 O
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Exemplo 2

Para M suficientemente grande, os custos reduzidos das varidveis xo € x3
sao negativos.

Escolhemos a varidvel x3 para entrar da base. Assim, ao calcular qual
varidvel deve sair da base, podemos escolher entre xg e x4. Escolhemos x;.
No tableau, o pivd estad destacado:

X1 X2 X3 X4 X5 X X7

-IoOM | 1 -8M+1 -18M+1 0 0O 0 O

X5 = 311 2 3 0 1 0 O
X6 = 2|1 2 6 0 0 1 O
X7 = 51 0 4 9 0 0 0 1
Xa = 110 0 3 1 0 0 O
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Exemplo 2

Para anular o custo reduzido da varidvel x3, precisamos multiplicar a linha
pivd por 6M — 1/3 e soma-la a linha 0.

O tableau atualizado é:

X1 X2 X3 X4 X5 X X7

4M-1/3| 1 -8M+1 0 6M-1/3 0 0 O
X5 = 211 2 0 -1 1 0 O
X6 = 0/ -1 2 0 2 0 1 0
X7 = 210 4 0 -3 0 0 1
X3 = 1/31 0 0 1 1/3 0 0 O
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Exemplo 2

Para M suficientemente grande, o custo reduzido de x» é negativo, entdo
esta varidvel é escolhida para entrar na base.

Neste caso, a varidvel xg € a nica que pode sair da base. O pivd estd
destacado no tableau. Note que este é um pivd degenerado, com 6* = 0.

X1 X2 X3 X4 X5 Xp X7

4M-1/3| 1 -8M+1 0 6M-1/3 0 0 O

X5 = 2|11 2 0 -1 1 0 O
X6 = 0l-1 2 0 2 0 1 0
X7 = 210 4 0 -3 0 0 1
X3 = 1/3| 0 0 1 1/3 0 0 O
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Exemplo 2

Ao atualizar o tableau, temos:

X1 X2 X3 X4 Xy X6 X7

AM - 1/3 [ -4M+3/2 0 0 -2M+2/3 0 4M-1/2 0

X5 = 2 2 0 0 1 1 -1 0
Xo = 0 -1/2 1 0 -1 0 1/2 0
X7 = 2 2 0 O 1 0 -2 1
X3 = 1/3 0 0 1 1/3 0 0 0
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Exemplo 2

Dentre as possiveis varidveis para entrar na base (x; e x4), escolhemos x;.

Para sair da base, temos duas possibilidades: x5 e x7. Escolhemos x5. O
pivo esta destacado no tableau:

X1 X2 X3 X4 Xy X6 X7

“4AM-1/3 | -4M+3/2 0 0 -2M+2/3 0 4M-1/2 0

X5 = 2 2 0 0 1 1 1 0
Xp = 0 -1/2 1 0 -1 0 1/2 0
X7 = 2 2 0 O 1 0 -2 01
X3 = 1/3 0 0 1 1/3 0 0 0
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Exemplo 2

Atualizando o tableau, temos:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

-11/6 [ 0 0 0 -1/12 2M-3/4 2M+1/4 0

x| = 11 0 0 1/2 1/2 -12 0
xx=| 1/2| 0 1 0 -3/4 1/4 1/4 0
X7 = 0| 0 0 O 0 -1 -1 1
x3=| 1/3] 0 0 1 1/3 0 0 0
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Exemplo 2

Escolhemos agora a varidvel x4 para entrar na base e varidvel x3 para
entrar.

No tableau, o pivd esta destacado:

X1 Xo X3 Xa X5 X6 X7

-11/6 | 0 0 0 -1/12 2M-3/4 2M+1/4 0
X1 = 1 1 0 0 1/2 1/2 -1/2 0
Xo = /21 0 1 0 -3/4 1/4 1/4 0
X7 = 0,0 0 O 0 -1 -1 1
x3=1| 1/3| 0 0 1 1/3 0 0 0
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Exemplo 2

Atualizando o tableau, temos:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

7/41 0 0 1/4 0 2M-3/4 2M+1/4 0

xx=| 1/2] 1 0 -3/2 0 12 12 0
xx=|5/4| 0 1 9/4 0 1/4 1/4 0
X7 = 0| 0 O 0 O -1 -1 01
Xg = 110 O 3 1 0 0 0

Para M suficientemente grande, todos os custos reduzidos sao
nao-negativos e temos a solucdo 6tima para o problema auxiliar.

Além disso, todas as variaveis artificiais (x5, Xp € x7) valem 0, o que
significa que temos a solugcdo étima para o problema original.
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