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Problema com restricoes gerais

Vamos agora resolver problemas de programac¢ao nao-linear geral

Minimizar f(x)
sujeita a  h(x)
g(x)

x € Q,

0
0

IA I

onde

Q={x€R"|h(x)=0eg(x) <0},
e xeR" f:R"— R,

e h:R" - R" g:R"— RP,

e h: R" - R™ g:R"— RP,

o f, h g, h, Z fungdes suaves.
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Método de Lagrangiano aumentado

A fungdo de Lagrangiano aumentado Powell-Hestenes-Rockafellar (PHR) é
dada por
2]

Lo A n) = f(x)+ 5

04317+ | (st ),

com a; = max{0,a}, p>0, A€ R™, pe RY.
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Método de Lagrangiano aumentado

O escalar p é chamado de pardmetro de penalidade.

Os vetores \ e 11 sdo os multiplicadores de Lagrange associados as
restricoes de igualdade e desigualdade, respectivamente.

Note que a fungdo de Lagrangiano aumentado penaliza as restricdes h e g
que n3o s3o satisfeitas pelo ponto x.

Quanto maior o valor do pardmetro p, mais penalizadas s3o as restricoes
n3do satisfeitas.
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Método de Lagrangiano aumentado

Método de Lagrangiano aumentado: Dados xg € R", \’ € R™,
0 < u® € RP, escalar pg > 0.

Passo 1: Faca k + 0.

Passo 2: Se x é solu¢do do problema original (1), pare.

Passo 3: Com os valores de \¥, uX e py fixos, resolva aproximadamente o
subproblema

Minimizar L, (x, \¥, %)
sujeitaa  x €€,

Passo 4: Atualize multiplicadores \**1 ;A*1 > 0 e pardmetro de
penalidade pyy1 > 0.

Passo 5: Faca k <— k + 1 e volte para o passo 2.
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todo de Lagrangiano aumentado

Note que, no passo 3 do método de Lagrangianos aumentados, é
necessario resolver um problema de minimizacdo restrito ao conjunto €2.

Por isso, €2 é escolhido como um conjunto de restrices faceis.
Quando dizemos que 2 é um conjunto de restricdes faceis, queremos dizer
que existem métodos eficientes para resolver problemas restritos ao

conjunto €.

Vamos considerar o caso em que 2 = {x € R" | / < x < u}.
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Método de Lagrangiano aumentado

No passo 3, quando dizemos que se deve resolver o subproblema
aproximadamente, queremos dizer que, dada uma sequéncia de ¢, — 0,
deve ser usado um método para resolver o subproblema que termine com

um ponto xi tal que

xx € Qe ||Pa(xk — VL, (xk, /\k,uk)) — Xk|| < €k,

com Pgq projecdo ortogonal em Q.
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Atualizacao dos multiplicadores de Lagrange

Em implementacgoes praticas do método de Lagrangiano aumentado,
calculamos

/\fﬂ'1 = min{max{ Amin, )\f-( + prhi(xk)}, Amax}

Mf'(+1 = min{max{0, M,I'( + pk&i(Xk)}, ftmax}-

Estas s3o estimativas de primeira ordem dos multiplicadores de Lagrange
com salvaguardas.
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Atualizacao dos multiplicadores de Lagrange

As salvaguardas definidas por Amin, Amax € max (Amin < Amax € fimax > 0)
sao necessdrias para provar resultados de convergéncia global.

Sem estas salvaguardas s3o necessarias hipdteses fortes sobre o problema
para garantir a limitacdo dos pardmetros de penalidade.
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Atualizacdo do parametro de penalidade

Defina

k .
\/ik - maX{g,'(Xk),*%}7 = 17"'7p‘

A atualizac3o do pardmetro de penalidade p é feita da seguinte maneira:

@ Se k=0, faca pgi1 < pk-

o Se max{|[h(xk)lloo, | V¥ lloo} < 7 max{ [ h(xk—1)lloo, || Vi oo}, com
0 <7 <1, faga pxr1 < px-

o Caso contrario, faca pyr1 < vpk, para v > 1.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0212 - Otimizacao nao-linear 29 de outubro de 2014 10 / 17



Convergéncia

Teorema 1: Seja {xx} a sequéncia gerada pelo método de
Lagrangiano aumentado. Seja x* o ponto limite de {x}.
Ent3o, se a sequéncia de parametros de penalidade {py} for
limitada, o ponto limite x* € vidvel. Caso contrdrio, x* é um
ponto KKT do problema

Minimizar 3 [S7 1 [h(x)]2 + 3P, max{0, [g(x)]?}]
sujeitaa  x € Q.
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Convergéncia

Teorema 2: Seja {xx} a sequéncia gerada pelo método de
Lagrangiano aumentado. Suponha que x* seja um ponto limite
vidvel do problema (1). Entdo, x* é um ponto KKT do
problema (1).

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0212 - Otimizacao nao-linear 29 de outubro de 2014



todo de Lagrangiano aumentado

H3 varias vantagens no uso de métodos de Lagrangiano aumentado.
Algumas delas sao:

@ Progresso na andlise e implementacdo de métodos de otimizagdo
eficientes para resolver problemas simples produzem um efeito
positivo quase imediato na eficiéncia e robustez dos métodos de
Lagrangiano aumentado correspondentes.

@ Minimizacao global dos subproblemas implica em convergéncia a
minimizadores globais do método de Lagrangiano aumentado.
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Método de Lagrangiano aumentado

@ Em varios problemas praticos, a Hessiana do Lagrangiano é uma
matriz estruturalmente densa (ou seja, qualquer entrada pode ser
diferente de zero para Hessianas calculadas em diferentes pontos) mas
geralmente esparsa (dado um ponto no dominio, a Hessiana do
Lagrangiano neste ponto é esparsa).

Métodos Newtonianos geralmente tém dificuldades em problemas
deste tipo, tanto em termos de memdria como em termos de tempo
computacional, pois o padrdo de esparsidade muda a cada iterac3o.

Esta dificuldade é praticamente irrelevante para métodos do tipo
Lagrangiano aumentado que utilizam subalgoritmos que necessitam
de pouca membéria.
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Método de Lagrangiano aumentado

@ Independentemente da densidade da Hessiana do Lagrangiano, a
estrutura do sistema KKT pode ser muito ruim para fatoracGes
esparsas.

Este é um problema grave para métodos Newtonianos, mas n3o para
boas implementacdes de métodos de Lagrangiano aumentado
baseados na formulagao PHR.
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Método de Lagrangiano aumentado

@ Se o problema de programacgdo ndo-linear possui muitas restricoes de
desigualdade, o uso de varidveis de folga feito por métodos de pontos
interiores pode nao ser conveniente.

H4 vérias maneiras de reduzir os efeitos causados por muitas varidveis
de folga, mas eles podem n3o ser t3o efetivos como ndo usar varidveis
de folga.

A desvantagem de n3o usar varidveis de folga é a auséncia de
segundas derivadas continuas da funcdo de Lagrangiano aumentado.
Em muitos casos, isto ndo se mostra um inconveniente na pratica.
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todo de Lagrangiano aumentado

@ Problemas de grande porte tém a desvantagem dbvia em termos de
necessidade de armazenamento.

Métodos do tipo Lagrangiano aumentado apresentam uma solugdo:
dados do problema podem ser computados apenas quando
necessarios, usados quando preciso para os subproblemas, sem
nenhum armazenamento.

Isto ndo é possivel quando se usam métodos matriciais,
independentemente da estratégia de esparsidade adotada.
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