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Método dos gradientes

O método dos gradientes (ou método de maxima descida) para resolucdo

de problemas de minimizagdo irrestrita é um método de busca linear que
usa a direcao

Pk = *ka. (1)
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Método dos gradientes

Note que, neste caso,

pl Vi = —| V|3 < 0.

Ou seja, px € uma direcdo de descida.
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Método dos gradientes

Além disso,

_kaTpk
_ Te————— 1.
<08 0k = T97 o]

Pela condicao de Zoutendijk, temos que

im0 VAl = 0.
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todo dos gradi

Portanto, o método dos gradientes produz uma sequéncia de gradientes
que converge para zero, dado que ele use uma busca linear que satisfaca as
condicdes de Wolfe.

Pode-se mostrar também que a sequéncia gerada pelo método dos
gradientes converge quando o tamanho de passo é calculado usando
backtracking e satisfaz a condicdo de Armijo.
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Para estudar a ordem de convergéncia do método dos gradientes, vamos
nos concentrar primeiro no caso ideal, no qual a fun¢do objetivo é uma
quadratica e a busca linear é exata.

Considere, entdo, o problema

Minimizar f(x) = 3x7Qx — b x, (2)

com @ simétrica e definida positiva.
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Ordem de convergéncia

Figura : Exemplo método de mixima descida (Figura 3.7 de Numerical
Optimization, de J. Nocedal e S. J. Wright)
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Ordem de conver

Neste caso, o gradiente de f é dado por

Vi(xk) = @x — b.

Assim, o minimizador x* é a solu¢do unica do sistema linear Qx = b.
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Ordem de conver

Calculemos o tamanho de passo aj que minimiza a funcdo

d(a) = f(xk + apk) = f(xk — aVi).

Derivando ¢ em relacdo a «, temos que

%A
Yk = TrTQvs
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Ordem de conve

Se usamos o minimizador exato a, como tamanho de passo no método
dos gradientes para a funcdo f, temos que

VIV,
X1 = Xk — (7wakak) V. (3)

Como Vf, = Qx, — b, esta equagdo fornece uma férmula fechada para
Xk+1 €m relagdo a xk.
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Ordem de convergéncia

Para quantificar a ordem de convergéncia, introduzimos a norma

IxI3 = X @x.

Usando a relacdo Qx* = b, temos que

3llx = x*1G = f(x) = £(x*).
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Ordem de convergéncia

Usando a igualdade (3) e o fato de que Vfy = Q(xx — x™*), temos que

(VAT Vi)
X1 — x5 = {1 - (kaTQka)k(Vf:TQ*Ika)} e = x"Ig-

Esta equacdo descreve o decréscimo exato de f a cada iterac3o.

Como é dificil interpretar a expressao dentro das chaves, é mais
conveniente limita-la em termos do nimero de condicao do problema.
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Ordem de convergéncia

Teorema 1: Quando o método dos gradientes com
busca linear exata é aplicado na resolucdo do problema
de minimizar a funcdo fortemente convexa (2), a norma
do erro (4) satisfaz

*12 A”_Al 2 *(2
XK1 — X HQ < m Xk — x HQ> (5)

onde 0 < \1 < ... < )\, sdo os autovalores de Q.
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As inequagdes (5) e (4) mostram que os valores f, da fungdo convergem
ao minimo com uma razao linear.

Um caso especial deste resultado é aquele em que todos os autovalores da
matriz @ sdo iguais (Q é um mdltiplo da matriz identidade). Neste caso, a
convergéncia do método é obtida em apenas uma iteracao.

Quando @ é um mudltiplo da identidade, as curvas de nivel de f s3o
circulos e a direcdo de maxima descida sempre aponta para o minimizador.
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Em geral, conforme o ndmero de condi¢do x(Q) = A,/A\1 aumenta, as
curvas de nivel da quadratica se tornam mais alongadas e o zigue-zague
obtido pela sequéncia de pontos calculada pelo método dos gradientes se
pronuncia. Neste caso, a inequagdo (5) implica que a convergéncia se
degrada.

Apesar de a inequa¢3o (5) ser um limitante para o pior caso do algoritmo,
ela fornece uma indicacdo precisa do comportamento do algoritmo quando
n>2.
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Ordem de convergéncia

Teorema 2:  Suponha que f : R" — R tenha se-
gunda derivada continua e que os iterandos gerados pelo
método dos gradientes com busca linear exata convirjam
a um ponto x* no qual a Hessiana V?f(x*) seja definida
positiva.

Ent3o,

. 2
i)~ £) < (30 ) [ = 7L

onde 0 < \; < ... < )\, sdo os autovalores de V?f(x*).
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Ordem de conver

Em geral, ndo podemos esperar que a ordem de convergéncia melhore se
uma busca linear inexata for usada. Portanto, o Teorema 2 mostra que o
método dos gradientes pode ter a convergéncia inaceitavelmente lenta
mesmo quando a Hessiana da func3o objetivo é bem-condicionada.

Por exemplo, se x(Q) =800, f(x1) =1 e f(x*) =0, o Teorema 2 sugere
que o valor da func3o ainda serd aproximadamente 0.08 depois de mil
iteracoes do método dos gradientes.
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