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Problema com restricoes lineares de igualdade

Vamos nos concentrar em problemas apenas com restricoes lineares de
igualdade. Ou seja, estamos interessados em resolver o seguinte problema:

Minimizar f(x) (1)
Sujeitaa Ax = b,

onde

e xe€ R",
e Ac R™"n pbec R™,

e f: R" — R funcio suave.
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Problema com restricoes lineares de igualdade

Ao trabalhar com o problema (1), trataremos apenas do caso em que a
matriz A possui linhas linearmente independentes.

Isso é razodvel na prética, pois quando alguma linha de A depende
linearmente de outra, ou a linha em questdo pode ser eliminada sem
nenhuma altera¢do da solugdo de (1) ou a regido vidvel é vazia, ndo
havendo solu¢do para o problema.
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Problema com restricoes lineares de igualdade

Vejamos algumas definicGes:

e 7 é uma matriz de R7*(""") cujas colunas formam uma base para

nicleo do espaco gerado pelas linhas da matriz A.

@ Y é uma matriz de R"*™ cujas colunas formam uma base para a
imagem do espaco formado pelas linhas de A.

Note que que AZ = 0 e AY é n3o-singular.
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Problema com restricoes lineares de igualdade

Uma vez escolhidas as matrizes Z e Y, todo vetor x em R" possui uma
Gnica representacdo da forma

X = Yxy + Zxg,

comx, € R™e x, € R(n—m)

Em particular, tomando x* solu¢do de (1), temos

x* = Yx; + Zx;.
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Problema com restricoes lineares de igualdade

Como x* é viavel, vale que

Ax* = A(Yxy + Zx7) = b.

Como AZ =0 e AY é ndo-singular, temos

x; = (AY) b,

Marina Andretta (ICMC-USP) sme5720 - Otimizacao nao-linear 27 de outubro de 2018 6 /22



Problema com restricoes lineares de igualdade

Assim, a solugdo x* de (1) (assim como qualquer ponto vidvel de (1))
pode ser vista como a soma de uma solucdo particular para o sistema
linear Ax = b (tomando, por exemplo, x; = 0) e de um ponto no ntcleo
do espaco gerado pelas linhas de A.

Desta forma, reduzimos o problema restrito original (1) a um problema
irrestrito de n — m variaveis, dado por

Minimizar f(x;) = f(Y(AY) b+ Zx,) = f(x). (2)
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Problema com restricoes lineares de igualdade

Note que o gradiente e a Hessiana de f s3o dados por

Vf(x;) = ZTVf(x)

V2f(x;) = ZTV2f(x)Z.
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Problema com restricoes lineares de igualdade

Para resolver o problema (2), podemos usar qualquer método para
resolucao de problemas irrestritos.

Formularemos, entdo, um algoritmo para resolver (2) baseado em busca
linear que gera uma sequéncia de pontos viaveis.

Para manter a viabilidade de cada ponto gerado pelo algoritmo, a cada
iteracdo k, partimos de um ponto xj vidvel e calculamos um passo pj tal
que

Apk =0.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme5720 - Otimizacao nao-linear 27 de outubro de 2018 9 /22



Problema com restricoes lineares de igualdade

Como xy é vidvel e Apy = 0, temos

Axpr1 = A(Xk + OékPk) = Ax) + aApx = Ax, = b.

Ou seja, 0 ponto xx11 = Xk + axpx é vidvel.
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Problema com restricoes lineares de igualdade

Note que

Apk =0 < px = Zpz,

(n—m)_

para algum vetor p, € R
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Resolucao de problemas com restricoes lineares de

igualdade

Método de busca linear para minimizacao com restricoes lineares de
igualdade: Dados uma matriz A € R™*", m < n, de posto m, um vetor
b € R™, um ponto inicial xg vidvel e um escalar € > 0.

Passo 1: Faca k < 0.

Passo 2: Calcule Z tal que AZ = 0.

Passo 3: Se ||ZTVf(x)|| < ¢, pare com x, como solug3o.

Passo 4: Calcule uma direc3o de descida p, € R("~™) e faca py < Zp,.

Passo 5: Faga xx41 < Xk + akpk, o satisfaz condigdes de Wolfe ou é
calculado usando backtracking com Armijo.

Passo 6: Faca k <— k + 1 e volte para o Passo 3.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme5720 - Otimizacao nao-linear 27 de outubro de 2018 12 /22



Calculo da matriz Z

A primeira idéia para o célculo da matriz Z é o uso da fatoracdo LQ da
matriz A.

Nesta fatoracdo, que gasta O(nm?) operacdes, temos uma matriz
ortogonal @ € R"*" tal que

AQ = (L 0),

onde L € R™*™ ¢ triangular inferior.
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Calculo da matriz Z

Como estamos supondo que as linhas da matriz A s3o linearmente
independentes, a matriz L é n3o-singular.

Escrevendo a matriz Q como Q = [Q1; @], com Q1 € R™ " e
@ € R™("=m) temos que

AleLeAQQ:O.
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Calculo da matriz Z

E ficil ver que as colunas de (; e ()> formam, respectivamente, uma base
ortogonal para a imagem e o niicleo do espa¢o gerado pelas linhas de A.

Assim, uma escolha natural para a matriz Z é Q.
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Calculo da matriz Z

Note que, usando, por exemplo, técnicas do tipo Newton para calcular o
passo p. (Passo 4), temos que

cond(ZTV?f(x¢)Z) < cond(V?f(xx))(cond(Z))>.

Assim, como este limitante ¢ justo (pode valer a igualdade), quando o
nimero de condicdo da matriz Z é grande, a matriz Hessiana projetada
ZTV?f(xx)Z poderia ser mal-condicionada mesmo quando a matriz
Hessiana V2f(x,) é bem-condicionada.
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Calculo da matriz Z

No entanto, utilizando a fatoracdo LQ para determinar Z, temos
cond(Z) = 1. Ou seja,

cond(ZTV?f(x)Z) < cond(Vf(xx)),

0 que mostra que, neste caso, o condicionamento do problema (2) n3o é
pior que o condicionamento do problema (1).

Portanto, uma grande vantagem do uso desta técnica é o fato de que esta
escolha de Z n3o piora o condicionamento do problema de encontrar uma
solugdo para (1).
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Calculo da matriz Z

Para formar a matriz Q usando a fatoracdo LQ é necessario calcular o

produto de transformac¢Ges ortogonais usadas para triangularizar a matriz
A.

Na implementacdo de métodos que usam a matriz Z somente em produtos
matriz-vetor, pode n3o ser eficiente calcular a matriz Q (e,
consequentemente, Z) explicitamente, principalmente quando o niimero de
restrices é pequeno.

Neste caso é mais interessante armazenar as transformacdes ortogonais de
forma compacta e aplicd-las ao vetor apropriado para calcular o produto
matriz-vetor sempre que necessario.
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Calculo da matriz Z

Apesar das vantagens do uso da fatoracdo LQ para o calculo da matriz Z,
esta é uma operacao computacionalmente custosa.

Uma alternativa é a técnica de redugao de varidveis.

Tomando a matriz A com linhas linearmente independentes, podemos
particionad-la em

A=(V V),

onde V € R™M & n3o-singular e U € RM*(n—m),
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Calculo da matriz Z

Usando esta particdo de A, a matriz Z pode ser definida como

_\v—1
(%Y

onde / é a matriz identidade (n — m) x (n — m).
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Calculo da matriz Z

Note que

—v-1lu

AZ = (V w( |

):vv4u+uzq

como desejamos.
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Calculo da matriz Z

Geralmente a matriz Z, tal como descrita acima, ndo é armazenada
explicitamente.

Produtos matriz-vetor envolvendo Z e ZT podem ser obtidos resolvendo
sistemas lineares envolvendo V e V7.

A grande dificuldade desta técnica é encontrar uma maneira eficiente de
particionar A de forma que a matriz V' escolhida fique relativamente
bem-condicionada.
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