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Palavras

Para resolver um problema usando um computador é necessdrio descrever
os dados do problema por meio de uma sequéncia de caracteres.

Qualquer sequéncia de caracteres serd chamada de uma palavra.

N3o é dificil representar niimeros inteiros, niimeros racionais, vetores,
matrizes, grafos, etc. por meio de palavras.
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Palavras

Por exemplo, o grafo com vértices {a, b, c, d, e} e arestas

{{a, b}, {b,c},{a, d}, {b,d},{c, e}, {d, e}}

a

~_ .
&

pode ser representado pela palavra

({a,b,c,d, e}, {{a,b},{b,c},{a,d}, {b,d},{c, e}, {d, e}}).
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Palavras

Em geral, ndo fazemos distincdo entre um objeto e uma palavra que o
representa.

Um vetor racional ¢ indexado por um conjunto finito E pode ser
representado por uma sequéncia de pares (e, c.), onde e é um elemento
de E.

Por exemplo, a palavra

(({a,0},2), ({b; ¢}, —1), ({2, d},3/2), ({b, d}, =7), ({c, €}, 0), ({d, e}, 1)})

codifica um vetor indexado pelo conjunto das arestas do grafo anterior.
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Palavras

O tamanho de uma palavra w, denotado por (w), é o nimero de
caracteres usados em w (contando-se multiplicidades).

Como faremos estimativas “a menos de uma constante”, ndo é necessario
contar rigorosamente os caracteres {, }, (, ) e , dos exemplos anteriores.

Assim, o tamanho de um vetor ¢ reduz-se a soma dos tamanhos de seus
componentes, ou seja,
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Palavras

O tamanho dos ndmeros inteiros e racionais merece especial atenc3o.
O tamanho de um inteiro « é essencialmente log|a.

Analogamente, se « € um ndmero inteiro e 8 é um ndmero inteiro ndo
nulo ent3o o tamanho do racional /3 é, essencialmente, log|a| + log|3].
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Problemas

Informalmente, um problema é uma quest3o ou tarefa.

Exemplos de problemas sdo: o problema do circuito hamiltoniano
(Hamiltonian circuit problem), denotado pela sigla HCP e o problema da
arvore geradora minima (minimum spanning tree problem), denotado pela
sigla MST.
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Problema do circuito hamiltoniano - HCP(G)

Dado um grafo G, ele possui um circuito hamiltoniano? Ou seja, existe
um circuito que passe por todos os vértices de G exatamente uma vez?
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Problema da arvore geradora minima - MST(G, ¢)

@ Um grafo G é conexo se para cada par de vértices u e v de G hd um
caminho de u para v.

@ Uma drvore é um grafo conexo sem circuitos.

e Uma arvore geradora T = (V7, ET) de um grafo G = (V,E) é uma
arvore com os mesmos vértices de G e que tem como arestas um
sub-conjunto das arestas de G. Ou seja, V=V e Ex CE.
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Problema da arvore geradora minima - MST(G, ¢)

Dados um grafo G e um custo c. em Q> para cada aresta e, encontrar
uma arvore geradora de custo minimo.
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Problemas

Cada conjunto especifico de dados de um problema define uma instancia
do problema.

O tamanho de uma instancia é o tamanho de uma palavra que representa
a instancia.
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Problemas

Um problema que pede uma resposta do tipo SIM ou NAO é chamado de
problema de decisdo.

Um problema que procura um elemento de um conjunto de solu¢des
vidveis que seja melhor possivel em relacdo a algum critério é um problema

de otimizagao.

Os problemas HCP e MST s3o exemplos de problemas de decisdo e
otimizac¢ao, respectivamente.
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Algoritmos e modelo de computacao

Um algoritmo é uma sequéncia finita de instrucbes ou operacdes que
resolve um problema.

A formalizacdo matematica classica de um algoritmo é a maquina de
Turing.

Um modelo de computagdo é uma descricdo abstrata e conceitual (n3o
necessariamente realista) de um computador que serd usado para executar
um algoritmo.

Um modelo de computacdo especifica as operacdes elementares que um

algoritmo pode executar e o critério empregado para medir a quantidade
de tempo que cada operacao consome.
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Modelo de computacao

Exemplos de operagdes elementares tipicas sdo operagdes aritméticas entre
nlmeros e comparacoes.

O modelo de computagdo RAM (random access machine) baseia-se na
manipulacdo de caracteres. Esse modelo é capaz de executar operacdes
envolvendo nimeros racionais.

Usaremos o RAM durante todo o curso.
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Modelo de computacao

Um dos critérios para medir o consumo de tempo de cada operacao é o
critério logaritmico (logarithmic cost criterion). Neste critério, o consumo
de tempo de cada operacdo depende do tamanho dos operandos.

Por exemplo, a multiplicacdo de dois niimeros o e 5 consome
essencialmente («)(3) unidades de tempo.
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Modelo de computacao

Um outro critério para medir o consumo de tempo, aparentemente menos
realista, é o critério uniforme (uniform cost criterion), que supde que cada
operacdo elementar consome uma quantidade de tempo constante, ou
seja, o consumo de tempo de cada operacdo elementar independe do
tamanho dos operandos.

Este modelo é equivalente ao anterior se o tamanho dos operandos for
limitado por uma fungdo polinomial do tamanho da instancia do problema.

Este critério de consumo de tempo constante por operacdo elementar,

juntamente com operandos de tamanho limitado, serd empregado em todo
0 curso.
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Anilise de algoritmos

Ao analisarmos um algoritmo em um determinado modelo de computagao
queremos estimar o seu consumo de tempo como uma fun¢do do tamanho
da instancia do problema.

Por exemplo, exprimimos o consumo de tempo de algoritmos para o
MST(G, ¢) como uma fungdo de {(G, c)).
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Anilise de algoritmos

Ao expressar a quantidade de tempo consumida por um algoritmo,
ignoramos os fatores constantes.

Mais precisamente, dizemos que um algoritmo A resolve um problema em
tempo O(f(n)), para uma fungdo f de Z> em Z>, se existe uma
constante ¢ tal que a quantidade de tempo consumida por A para resolver

uma instancia / do problema é limitada por cf ({/}).

Isto corresponde a chamada anélise do pior caso do algoritmo.
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Algoritmos polinomiais

O algoritmo A é dito polinomial se resolve o problema em tempo O(p(n))
para alguma fungdo polinomial p.

E claro que o conceito de algoritmo polinomial depende n3o sé do
algoritmo, mas também do modelo de computacao.
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Critério de eficiéncia: classes P, NP e co-NP

Dizemos que um algoritmo é eficiente se ele é um algoritmo polinomial.

A classe de todos os problemas de decisdo que podem ser resolvidos por
algoritmos polinomiais é denotada por P.
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Critério de eficiéncia: classes P, NP e co-NP

A classe NP (abreviacdo de nondeterministic polynomial time) é composta
pelos problemas de decisdo para os quais uma resposta afirmativa possui
um certificado que pode ser verificado em tempo polinomial.

Ou seja, a classe NP é formada pelos problemas de decisdo para os quais
existe um problema " em P e uma fun¢3o polinomial p(n) tais que, para
cada insténcia / do problema I1, existe um objeto C com (C) < p((/)) tal
que a resposta a [1(/) é SIM se e somente se a resposta a 1(/, C) é siM.
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Critério de eficiéncia: classes P, NP e co-NP

O objeto C é dito um certificado polinomial (ou certificado curto) da
resposta sIM a [1(/).

Com um algoritmo polinomial para ', um verificador incrédulo pode, apds
gastar uma quantidade de tempo polinomial, testar a validade de uma
resposta SIM.
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Critério de eficiéncia: classes P, NP e co-NP

Por exemplo, se a resposta a uma dada instancia G do problema do
circuito hamiltoniano é SIM ent3o um circuito hamiltoniano em G é um
objeto que certifica a resposta: dados um grafo G e um circuito H de G
pode-se verificar em tempo O({G)) se H é um circuito hamiltoniano.

Logo, o problema HCP pertence a NP.
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Critério de eficiéncia: classes P, NP e co-NP

Claramente P C NP, ja que se I1 é um problema em P, entdo pode-se
tomar a sequéncia de instrucdes realizadas por um algoritmo polinomial
para resolver [1(/) como certificado polinomial da resposta siMm a (/).

Acredita-se que a classe NP é maior que a classe P, ainda que isso ndo
tenha sido provado até agora.

Este é o intrigante problema matematico conhecido pelo rétulo
“P#£ NP7,
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Critério de eficiéncia: classes P, NP e co-NP

Um problema de decisdo I estd em co-NP se admite um certificado
polinomial para a resposta NAO.

E claro que P C NP N co-NP.
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7

Uma reducdo de um problema N a um problema " é um algoritmo
eficiente o, que transforma uma instancia de 1 em uma instancia de [T,
tal que

@ se | é uma instancia de 1 que tem resposta SIM, entdo o(/) é uma
instancia de 1" que tem resposta SIM;

@ se / é uma instancia de 1 que tem resposta NAO, entdo o(/) é uma
instancia de 1" que tem resposta NAO.
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Usamos a notacdo 1 <p [T’ para denotar a existéncia de uma reducio de
Mall.

Note que, se [1 <p [T, a existéncia de um algoritmo polinomial para
resolver o problema N’ implica na existéncia de um algoritmo polinomial
para resolver 1.
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Exemplo de reducao

Considere o problema do caminho Hamiltoniano (s, t) (Hamiltonian
(s, t)-path problem), denotado pela sigla HPP:

Dado um grafo G e dois vértices s e t de G, existe um caminho de s a t,
que passe exatamente por todos os vértices de G?

Vamos reduzir o problema HPP(G, s, t) ao problema HCP(G).
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Exemplo de reducao

Tome uma instdncia HPP, ou seja, um grafo G = (V, E) e dois vértices s
e t ao problema HCP(G).

/

t/ c
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Exemplo de reducao

Construa o grafo G’ = (V’, E’) com os mesmos vértices de G, acrescidos
de um vértice w, e as mesmas arestas de G, acrescidas das arestas {w, s}
e {s,t}. Ouseja, V=V U{w}e E' = EU{{w,s},{w,t}}.

-
-

S
w a ——— b
t

/

C
Esta transformacdo é polinomial no tamanho da instdncia de HHP.

~
~
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Exemplo de reducao

Note que, se é possivel encontrar um circuito Hamiltoniano em G’, é
possivel encontrar um caminho Hamiltoniano de s a t em G. Para isto,
basta eliminar o trecho {s, w, t} do circuito obtido.

Mais ainda, se é possivel encontrar um caminho Hamiltoniano de s a t em
G, basta unir este caminho ao trecho {s, w, t} para obter um circuito
Hamiltoniano em G/,
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Exemplo de reducao

S\
£ /a—b
t
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Exemplo de reducao

S\
£ /a—b
t
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Exemplo de reducao

Portanto, HPP<p HCP.

Ou seja, se existir um algoritmo polinomial para resolver o problema
HCP, também existe um algoritmo polinomial para resolver HPP.

Isso d& uma ideia de que o problema HCP é ao menos tao dificil quanto o
problema HPP.
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NP-completude

Um problema 1 em NP é NP-completo se cada problema em NP pode ser
reduzido a 1.

E evidente que se " pertence a P e I pode ser reduzido a I, ento
pertence a P.

Isto implica que existe um algoritmo polinomial para um problema
NP-completo se e somente se P = NP.
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NP-completude

O primeiro problema que se demonstrou (por Cook e Levin) ser
NP-completo é o problema da satisfatibilidade (satisfiability problem),
denotado por SAT.

Problema SAT(C): Dada uma cole¢do C de cldusulas booleanas, existe
uma valoracdo que satisfaz todas as cldusulas em C?
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NP-completude

Um problema I, n3o necessariamente em NP, é NP-dificil se a existéncia
de um algoritmo polinomial para Il implica em P = NP.

Por exemplo, considere o problema MAXSAT.
Problema MAXSAT(V, C): Dada uma cole¢do C de cldusulas booleanas

sobre um conjunto V' de varidveis, encontrar uma valoracdo x de V que
satisfaca o maior niimero de cldusulas de C?
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NP-completude

Note que, se temos um algoritmo polinomial A para resolver MAXSAT,
podemos definir um algoritmo A’ da seguinte forma: execute A; verifique
se todas as de cldusulas de C foram satisfeitas; em caso positivo, devolva
SIM; em caso negativo, devolva NAO.

Claramente, A’ é um algoritmo polinomial que resolve SAT em tempo
polinomial.

Como SAT é NP-completo, a existéncia de A (e, consequentemente, de
A’) implica em P = NP. Portanto, MAXSAT é NP-dificil,
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NP-completude

Alguns exemplos de problemas NP-dificeis s3o:

ESCALONAMENTO;

MiINCC - Cobertura minima por conjuntos;
MOCHILA;

TSPM - Caixeiro viajante métrico;

TSP - Caixeiro viajante;

MINMCUT - Multicorte minimo:

MINCYV - Cobertura minima por vértices;

EMPACOTAMENTO.
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