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Problema da transversal minima

Veremos agora como aplicar o método primal-dual para obter um
algoritmo de aproximagdo para o problema da transversal minima.

Seja S uma colecio finita de subconjuntos de um conjunto finito E.

Um subconjunto T de E é uma transversal de S se T NS é n3o-vazio para
cada S em S.
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Problema da transversal minima

O problema da transversal minima (hitting set problem) consiste no
seguinte:

Problema MINTC(E, S, ¢): Dados um conjunto finito E, uma cole¢do
finita S de subconjuntos de E e um custo c. em Q> para cada e em E,
encontrar uma transversal T de S que minimize ¢(T).

As vezes, dizemos que ¢(T) é o custo da transversal T. Com isso, o
problema consiste em encontrar uma transversal de S de custo minimo.

Diversos problemas combinatérios sdo casos particulares do MINTC, como
o do caminho minimo, da arvore geradora minima e do corte minimo.
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Considere o grafo G dado na figura.
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Definimos E e S como os conjuntos de vértices e arestas de G, ou seja,
E=1{1,2,3,4,5} e S = {{1,2},{1,4},{2,4},{2,3},{3,5},{4,5}}.
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Definimos o custo c. = 1 para elementos e € {1,2,3,4} e c5 = 5.

Neste caso, o problema de encontrar uma transversal minima 7 de S é
equivalente a encontrar uma cobertura minima de vértices de G.

Uma transversal minima é T = {1,3,4}, com custo ¢(T) = 3.
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Programa primal

O seguinte programa linear é uma relaxagdo de MINTC(E, S, ¢):
encontrar um vetor x indexado por E que

minimize cx
sob as restricdes x(S) > 1, paracada S em S, (1)

Xe > 0, paracada eem E.

Note que o vetor caracteristico x de qualquer transversal T é um vetor
vidvel de (1) de custo ¢(T).
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Programa dual

O correspondente programa dual consiste em encontrar um vetor y
indexado por § que

maximize y(S)
sob as restricdes ) s..cs5¥s < Ce, para cada e em E, (2)

ys >0, paracada S emS.

Note que o vetor nulo é vidvel em (2).
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Para o exemplo apresentado, temos que o programa linear primal é dado
por:

minimizar X1 + X2 + x3 + xa + 5x5
sob as restricoes x1+x2>1,
X1+ x4 > 1,

x2+ x4 > 1,

x2+x3 > 1,

x3+ x5 > 1,

x4 + x5 > 1,

X1, X2, X3, Xa, X5 > 0.
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E o programa linear dual é dado por:

maximizar Yat Yo+ Yetydat+yetyr
sob as restricdes Ya+yp <1,
YatYe+tya <1,

Yd + Ye < 17

Yo+ ye+yr <1,

Ye +yr <5,

Yas Ybs Yo, Yds> Ye, Yf = 0.
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Aproximacao primal-dual

Tome 3 := maxses |S| e @« = 1. Seja y uma solugdo vidvel do problema
dual (2).

Sejam ainda

I(y):={S€S:ys=0} e Jy):={e€E: ) ys>ce}.
S:eeS

O problema restrito aproximado relativo a y associado ao problema (1),
consiste em encontrar um vetor x indexado por E tal que

x(§) > 1, paracada Sem S,

x(S) < pB, paracada Sem S\ /(y),
Xe > 0, paracadaeem J(y),
xe = 0, paracadaeem E\ J(y).
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Aproximacao primal-dual

Como x. = 0 para todo e em E \ J(y), podemos trocar S por J(y) NS
nas duas primeiras desigualdades.

Assim, esse problema pode ser reescrito como

x(J(y)nS) > 1, paracadaSemsS,

x(J(y)nS) < B, paracadaSem S\ /(y),
Xe > 0, paracadaeem J(y), (3)
xe = 0, paracadaeem E\ J(y).
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Aproximacao primal-dual

Se o vetor caracteristico x de J(y) é vidvel em (3), entdo J(y) é uma
transversal de S.

Se J(y) ndo é uma transversal é evidente que o sistema (3) € invidvel.

Esta observacdo é suficiente para obter uma solucdo vidvel do seguinte
problema restrito aproximado dual: encontrar um vetor y’ indexado por S
tal que

y'(S) > 0,
Yosecs¥s < 0, paracadaeem J(y), (4)
ye > 0, paracada Sem /(y).
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Aproximacao primal-dual

Se J(y) N R é vazio para algum R, ent3o o vetor caracteristico y’ de {R}
é uma solugdo de (4).
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Algoritmo MINTC-BE

O algoritmo resultante da aplicagdo do método de aproximacao
primal-dual ao MINTC ¢é devido a Bar-Yehuda e Even e foi originalmente
concebido para o problema da cobertura minima por vértices.

O algoritmo MINTC-BE recebe um conjunto finito £, uma cole¢do S de
subconjuntos ndo-vazios de E e um custo c. em Q> para cada eem E e

devolve uma transversal J de S tal que ¢c(J) < Bopt(E, S, ¢).

A descricdo do algoritmo supde que cada subconjunto de S nado é vazio, e
portanto o problema MINTC(E, S, c) é vidvel.
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Algoritmo MINTC-BE

Algoritmo MINTC-BE(E, S, ¢):
faga J< {e€ E:cc =0}
para cada S em S fagca ys « 0;
enquanto existe R em S tal que JN R = (), faca:
seja y’ o vetor caracteristico de {R};
seja # o maior nimero tal que
Y s.ecs(y +0y')s < ce para cada elemento e de R;
seja f um elemento de R tal que Y s..cs(y +6y')s = cr;
faca y < y +0y/;
faga J « JU{f};
10 devolva J.

© 00 N O Ot e W N
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Vamos simular a execu¢do do algoritmo MINTC-BE para a instancia
dada no exemplo. Lembre-se que, para esta instancia, E = {1,2,3,4,5},
S ={{1,2},{1,4},{2,4},{2,3},{3,5},{4,5}} e ce = 1 para
e€{1,2,3,4} e 5 = 5.

Apds a execucdo das linhas 1 e 2 do algoritmo, temos J = () e
Ya=Yb=Yc=Yd=Ye=yr=0.

Tomando R = {1,2}, temos que JN R = {).

Na linha 4, definimos y, =ley, =y, =y, =y.=y; =0.
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Nas linhas 5 e 6, precisamos definir o maior ¢ tal que

Ya+0yi+yp+0y, <1

Ya+ 0y, +ye+ 0y +yqg+0yy <1,

restricbes correspondentes aos elementos de R.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0216 e 5826 5 de novembro de 2015 17 / 32



Temos entdo que encontrar o maior 8 que satisfaz

0+6014+04+600=6<1

04+01+0+600+0+600=0<1.

Ou seja, 8 = 1.
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Como as restrices correspondentes aos elementos 1 e 2 s3o satisfeitas por
igualdade para este valor de 8, vamos definir f =1 na linha 7.

Na linha 8, definimos y, =0+ 601 =1 e, apds a linha 9, J = {1}.
Voltamos a linha 3 do algoritmo.

Tomando R = {2,4}, temos que JN R = ).

Na linha 4, definimos y. =1ley., =y, =y, =y.=y; =0.
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Nas linhas 5 e 6, precisamos definir o maior ¢ tal que

Ya+ 0y, +ye+0y.+ya+0y; <1,

Yo+ 0y, + ye + 0y, + yr 4+ Oyp < 1,

restricbes correspondentes aos elementos de R.
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Temos entdo que encontrar o maior 8 que satisfaz

1+00+0+6014+0+00=1+6<1

04+00+0+01+0+600=0<1.

Ou seja, 8 = 0.
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Como a restricdo correspondente ao elemento 2 é satisfeita por igualdade
para este valor de €, vamos definir f = 2 na linha 7.

Na linha 8, mantemos os valores de y e, apés a linha 9, J = {1, 2}.
Voltamos a linha 3 do algoritmo.

Tomando R = {3,5}, temos que JN R = (.

Na linha 4, definimos y. =1ley., =y, =y. =y, =y; =0.
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Nas linhas 5 e 6, precisamos definir o maior ¢ tal que

Yd + 0y, +ye+0y. <1,

Ye + 0yL + yr + 0yp <5,

restricbes correspondentes aos elementos de R.
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Temos entdo que encontrar o maior 8 que satisfaz

0+00+0+01=0<1

0+601+0+60=0<5.

Ou seja, 8 = 1.
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Como a restricdo correspondente ao elemento 3 é satisfeita por igualdade
para este valor de 8, vamos definir f = 3 na linha 7.

Na linha 8, atualizamos yo =0+ 601 =1 ¢, apés a linha 9, J = {1,2,3}.
Voltamos a linha 3 do algoritmo.

Tomando R = {4,5}, temos que JN R = ).

Na linha 4, definimos yf =ley., =y, =y. =y, =y.=0.
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Nas linhas 5 e 6, precisamos definir o maior ¢ tal que

Vb + 0yl + ye +0yL +yr +0yp < 1,

Ye +0yL + yr + 0yp <5,

restricbes correspondentes aos elementos de R.
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Temos entdo que encontrar o maior 8 que satisfaz

0+600+0+00+0+01=060<1

1+400+0+601=1+06 <5.

Ou seja, 8 = 1.
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Como a restricdo correspondente ao elemento 4 é satisfeita por igualdade
para este valor de 6, vamos definir f = 4 na linha 7.

Na linha 8, atualizamos yr =0+ 61 =1 e, apés a linha 9, J = {1,2,3,4}.
Voltamos a linha 3 do algoritmo.

Como n3o hd mais nenhum subconjunto R de S tal que RNJ =10, o
algoritmo devolve J = {1,2, 3,4} como uma transversal, que tem custo
c(T) =4
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Algoritmo MINTC-BE

Teorema: O algoritmo MINTC-BE é uma [S-aproximagdo polinomial
para o MINTC(E, S, c), com 3 := maxses |S|.

Demonstracao: Durante a execuc¢do do algoritmo, y é uma solucdo vidvel
do programa linear dual (2).

E claro que o conjunto J devolvido pelo algoritmo é uma transversal de S.

Além disso, pela escolha de 3, é claro que |JN'S| < 3 para cada S em S.
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Algoritmo MINTC-BE

Logo, se x é o vetor caracteristico de J, temos
c(J) = cx.
Pelo lema das folgas aproximadas,

c(J) = cx < Byb.

Seja X uma solugdo étima de (1). Pelo teorema fraco da dualidade temos

c(J) < Byb < ek < Bopt(E, S, c).
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O valor de |J] cresce a cada execugdo da linha 9. Assim, o ndmero de
execugdes das linhas 3 a 9 do algoritmo é no maximo |E]|.

Ademais, a execugdo de cada linha consome tempo O(|E||S|).
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Algoritmo MIN

A transversal J devolvida pelo algoritmo pode n3o ser minimal.

E possivel que exista uma transversal propriamente contida em J de custo
menor que c(J).

Um pds-processamento simples pode extrair de J uma transversal minimal.

Apesar de itil do ponto de vista pratico, este pds-processamento mas nao

resulta em uma melhor razdo de aproximag3do para o algoritmo
MINTC-BE.
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