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Problema da mochila

Trataremos agora de um problema de otimizacdo bem conhecido: o
problema da mochila (knapsack problem).

Problema MocHILA(m, n, v, w): Dados um nimero m em Q>, um
nimero n em Z-, um nimero v; em Zx> e um niimero w; em Q> para
cada i em {1,..., n}, encontrar um subconjunto S de {1, ..., n} que
maximize v(S) sob a restricdo w(S) < m.
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Problema da mochila

Os nimeros v; e w; podem ser interpretados como valor e peso,
respectivamente, de um objeto /.

O nimero m pode ser interpretado como a capacidade de uma mochila, ou
seja, 0 peso maximo que a mochila comporta.

O objetivo do problema é encontrar uma colecdo de objetos mais valiosa
possivel que respeite a capacidade da mochila.
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Algoritmo exato

Uma abordagem de programacdo dindmica resolve o problema MOCHILA:
basta construir uma tabela W, com Wj; o peso minimo de um
subconjunto de {1, ..., i} cujo valor é pelo menos j. Ou seja,

Wi == min{w(S) : S C {1,...,i} e v(S) > j}.

Aqui, i varia de 0 a n e j de 0 ao valor 6timo opt(m, n, v, w) do problema
mais 1.

Se ndo ha subconjunto de {1, ..., 7} de valor pelo menos j, dizemos que
Wi; = oc.
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Algoritmo exato

Algoritmo MOCHILA-EXATO(m, n, v, w):
1 paraide0 an, faca Wjg < 0;
2 faca j+ 0;
3 repita:
4 j+—Jj+1
5 WOj — 00,
6 para i de 1 a n, faca
7 sevi>j
8 entdo Wi < min{W;_1;, w;};
9 sendo Wi < min{W_1j,wi + Wi_1_,. };
10 até que Wp; > m.
11 Seja S um subconjunto de {1, ..., n}
com w(S) =W, j_1ev(S)>j—1;
12 devolva S.
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Algoritmo exato

Vejamos agora porque o algoritmo Mochila-Exata funciona.

A ideia das linhas 7 a 9 é a seguinte: suponha que S é um conjunto de
peso minimo dentre os que estdo incluidos em {1,...,i} e tém valor pelo
menos j.

Se i ¢ S entdo S é um conjunto de peso minimo dentre os que estdo
incluidos em {1,....,i — 1} e tém valor pelo menos j.

Se i€ Sentdo S\ {i} é um conjunto de peso minimo dentre os que estdo

incluidos em {1,....,i — 1} e tém valor pelo menos j — v;. (Se v; > j entdo

S ={i})
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Algoritmo exato

Para justificar a condi¢do de parada na linha 10, observe que Wy; < Wy
para todo j < k, ja que todo subconjunto S de {1, ..., n} que satisfaz
v(S) > k também satisfaz v(S) > j.

Assim, se Wy; > m, entdo Wy, > m para todo k > j e, portanto,
podemos interromper os calculos.
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Algoritmo exato - exemplo

Considere a instincia do problema MOCHILA com m=7 ,n=5vew
dados na tabela a seguir.

i1 2 3 4 5
vil2 1 3 4 1
wi |4 2 1 2 2

Vejamos como a tabela W é calculada pelo algoritmo MOCHILA-EXATO.
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Algoritmo exato - exemplo
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Algoritmo exato - exemplo
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Algoritmo exato - exemplo
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Algoritmo exato - exemplo
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Algoritmo exato - exemplo
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Algoritmo exato - exemplo
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Algoritmo exato - exemplo

O wN oS
oo ooooo
N T ORI N o
R A RN
R R ROy R w
MO W YR
wWwwe g Y Yo
wWw~Ng R R o

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0216 e 5826 11 de novembro de 2015 15 / 43



Algoritmo exato - exemplo
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Algoritmo exato - exemplo
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Algoritmo exato - exemplo
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Algoritmo exato - exemplo
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O valor étimo dessa insténcia € 9 e existem duas solugdes 6timas: {1,3,4}
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Algoritmo exato - exemplo
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O valor étimo dessa instancia é 9 e existem duas solu¢des 6timas: {1, 3,4}
e {2,3,4,5}.
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Algoritmo exato

O ndmero de execugdes das linhas 3 a 10 pode ndo ser polinomial em (v).

Por exemplo, se n=1e m > v, o nlmero de execu¢des das linhas 3 a 10
é v1 + 1 enquanto que (vi) = O(log(v1)).
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Algoritmo exato

O problema MocHILA é NP-dificil.

Podemos dizer entretanto que o algoritmo MOCHILA-EXATO consome
tempo proporcional ao nimero de componentes da matriz W.

Esse ndmero é limitado por (n+ 1)(o, + 1), onde

jé que o valor étimo do problema MOCHILA(m, n, v, w) ndo ultrapassa o,
(com o, = 0 se todo w; > m).
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Algoritmo exato

As linhas 11 e 12 podem ser executadas em tempo O(n+ o).

Assim o consumo total de tempo do algoritmo MOCHILA-EXATO é
O(n(oy +1)).
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Um algoritmo de aproximacao

Como o problema MocHILA é NP-dificil, vamos ver dois algoritmos de
aproximacao distintos para resolvé-lo.

O algoritmo que descrevemos a seguir tem carater “guloso” e d3
preferéncia aos objetos de maior valor especifico (v/w).
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Um algoritmo de aproximacao

Para simplificar a descricdo do algoritmo, vamos supor que os objetos sio
dados em ordem decrescente de valor especifico, ou seja, que

v % %
712722.“27”‘
w1 W2 Whpn

Sem perda de generalidade, vamos supor também que 0 < w; < m, para |
delan.
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Um algoritmo de aproximacao

Algoritmo MOCHILA-QUASE-OTIMO(m, n, v, w):
faca S < 0);
faca s < x + 0;
faca k «+ 1;
enquanto k < ne s+ wy < mfaca
S« Su{k}
S < S+ wy;
X — X+ Vg,
k +— k+1;
se k> nou x> v

© 00 N O Ot W N

10 entdo devolva §;
11 sendo devolva {k}.
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Um algoritmo de aproximacao - exemplo

Considere a mesma instancia do problema MOCHILA usado para
exemplificar a execu¢do do algoritmo MOCHILA-EXATO. Ou seja, m=7,
n=25, v e w dados na tabela a seguir.

k|1 2 3 4 5
ik |3 4 1 2 5
vi |3 4 2 1 1
wi |1 2 4 2 2

Lembre-se que os itens devem estar ordenados por valor especifico, entdo
eles serdo visitados pelo algoritmo MOCHILA-QUASE-OTIMO na ordem 3,
4,1,2,5.
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Um algoritmo de aproximacao - exemplo

k[T 2 3 4
S0 {3 {34 {341}
s|o 1 3 7
x|0o 3 7 9

Como o préximo elemento a ser inserido em S seria o objeto iy = 2, que
tem peso wp = 2, temos que s+ wy =9 > 7 = m e, por isso, o algoritmo
vai para a linha 9.

Como x =9 > 1 = vy, temos que o algoritmo devolve como solugdo
S =1{4,3,1}, com peso s =7 e valor x = 9.
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Um algoritmo de aproximacao

Teorema 1: O algoritmo MOCHILA-QUASE-OTIMO é uma
%—aproximagéo polinomial para o problema MOCHILA.

Demonstracdo: Considere uma instdncia MOCHILA(m, n, v, w). Vamos
suporquev"v—11>ﬁ2...2§e0<w,-§m, paraidelan.

E
O bloco de linhas 4 a 8 determina o maior k tal que wy + ... + wy_1 < m.

No inicio da linha 9, S = {1,...,k — 1}, s = w(S) e x = v(5).

No inicio da linha 9, é claro que S é vidvel. Se k > n entdo S ={1,...,n}
e o algoritmo adota S como solugio.

Neste caso, é evidente que v(S) > %opt(m, nv,w).
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Um algoritmo de aproximacao

Suponha agora que k < n no inicio da linha 9.

Como 0 < w; < m, o conjunto {k} é vidvel e o algoritmo adota como
solugdo mais valiosa entre S e {k}.

Resta mostrar que max{v(S), vk} > %opt(m, n,v,w).
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Um algoritmo de aproximacao

Primeiramente, note que

max{v(S), v} > %(V(S) +v) = %V(R),
com R :=SU{k}.

Vejamos agora um limitante para v(R).
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Um algoritmo de aproximacao

Considere um conjunto vidvel qualquer S’. Temos que

v(R)—v(S) = v(R\S)—v(S'\R)
EieR\S’ Vi — ZieS’\R Vi

Vi v — Vi
ZieR\S’ w; Wi ZieS’\R w; Wi+
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Um algoritmo de aproximacao

Como v;/w; > v, /wy para todo i em R e v;/w; < v, /wy para todo i no
complemento de R, temos

V(R) = v(S) = X icrs Wi — e Dicsn\R Wi-
— w(R\S)— %w(S'\R)

= w(w(R) —w(S)).
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Um algoritmo de aproximacao

Como w(R) > me w(S") < m,
v(R)=v(§") = & (w(R)—w(5)).

> &(m—m)=0.

= v(R) > v(5).

Ja que S’ é um conjunto vidvel arbitrario, v(R) > opt(m, n, v, w).
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Um algoritmo de aproximacao

Portanto,
1 1
max{v(S), vk} > EV(R) > §opt(m, n,v,w).

Quanto ao consumo de tempo, é claro que o algoritmo é polinomial. Mais
especificamente, ele consome tempo ©(nlog(n)).
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Outro algoritmo de aproximacao

Seja € um nidmero racional no intervalo aberto (0, 1).

Vamos ver agora como usar o MOCHILA-EXATO para obter uma
(1 — €)-aproximagdo polinomial para o problema MOCHILA.

O seguinte algoritmo, proposto por Ibarra e Kim, faz uma mudanca de
escala nos valores de uma instancia (m, n, v, w) do problema, obtendo
uma outra instancia para a qual o algoritmo MOCHILA-EXATO consome
tempo polinomial em m, n, (v), (w).
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Algoritmo MOCHILA-IK (m, n, v, w):
1 se w; > m para todo i

2 ent3o devolva 0:

3 senao V < maXj.u,<m Vi;

4 faca A < €V/n;

5 para i de 1 a n, faga uj < |vi/AJ;
6 S < MOCHILA-EXATO(m, n, u, w);
7

devolva S.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0216 e 5826 11 de novembro de 2015 38 /43



Outro algoritmo de aproximacao

Na linha 5 do algoritmo, [ x| é o maior inteiro que ndo excede x.

Como S é uma solugdo 6tima do problema MOCHILA(m, n, u, w), temos
que > ;csw; < m, ou seja, S é uma solucdo vidvel do problema
MOCHILA(m, n, v, w).

O valor do objeto mais valioso cujo peso n3o excede a capacidade da

mochila, que é o ndmero V), é um limitante inferior para o valor 6timo do
problema. Ou seja,

opt(m,n,v,w) > V.
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Outro algoritmo de aproximacao

Teorema 2: O algoritmo MOCHILA-IK, é uma (1 — €)-aproximagdo
polinomial para o problema MOCHILA.

Demonstracdo: O conjunto S na linha 6 do algoritmo é uma solucdo
6tima do problema MOCHILA(m, n, u, w). Seja S* uma solug¢do étima do
MoCHILA(m, n, v, w).

Na linha 5 do algoritmo, definimos u; como |v;/A|. Ou seja, u;j < v;/\.
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Outro algoritmo de aproximacao

Entao
YliesVi = ADjesUi
> ADies Ui
> Ajes (£ -1)
= Ajess X ~Ajes+ 1
= V(S*) = \|S*]
> opt(m,n,v,w)— An

= opt(m,n,v,w) — eV.
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Outro algoritmo de aproximacao

Como V < opt(m, n,v,w),

Z vi > (1 —€)opt(m, n, v, w).

i€S

Quanto ao tempo de execugdo do algoritmo, a linha 6 consome tempo
O(n(oy + 1)), com o, := Zi:w,-gm u;.

Como u; < vj/A < n/e, para todo i tal que w; < m, temos o, < n?/e.

Portanto, o MocHILA-IK, consome tempo O(n3/e).
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Outro algoritmo de aproximacao

Note que o algoritmo MOCHILA-IK, nos fornece, para cada € racional no
intervalo (0, 1), uma (1 — €)-aproximagdo que consome tempo polinomial
em n/e para resolver a instdncia MOCHILA(m, n, v, w).

Assim, MoOCHILA-IK, é conhecido um esquema de aproximacao
plenamente polinomial (fully polynomial-time approximation scheme).
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