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Introducao

Veremos o método primal-dual cldssico e uma generalizacdo dele para ser

usada no projeto de algoritmos de aproximacdo: o método de aproximacao
primal-dual.

Usando as condi¢des de folgas complementares, o método primal-dual
reduz um problema de programacao linear a uma sequéncia de problemas
de viabilidade, potencialmente mais simples.
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Introducao

Nas aplicacdes do método em otimizacdo combinatdria, esses problemas
de viabilidade sdo muitas vezes outros problemas de otimizac3o
combinatéria para os quais sdo conhecidos algoritmos eficientes (muitas
vezes puramente combinatdrios, ou seja, que ndo usam explicitamente
algum algoritmos de programacio linear).

Veremos adiante os algoritmos obtidos da aplicacdo do método de

aproximagdo primal-dual ao problema da transversal minima e ao problema
da floresta de Steiner.
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Problema primal

Sejam M e N os conjuntos de indices de linhas e colunas de uma matriz A.
Sejam b um vetor indexado por M e ¢ um vetor indexado por N.

Considere o seguinte problema de programacao linear, que serd denotado
por P(A, b, c): encontrar um vetor x indexado por N que

minimize cx
sob as restricées (Ax); > b;, para cada i em M, (1)

xj > 0, paracadajem N.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0216 e 5826 28 de outubro de 2015 4/25



Problema dual

O conjunto de solugdes vidveis do problema P(A, b, ¢) serd denotado por
X(A, b).

O problema P(A, b, c) é vidvel se e somente se X(A, b) ndo é vazio.

O dual do problema P(A, b, ¢), que serd denotado por D(A, ¢, b), consiste
em encontrar um vetor y indexado por M que

maximize yb
sob as restrigées (yA); < ¢j, para cada j em N, (2)

yi >0, paracadaiem M.
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Problema dual

O conjunto de solugdes vidveis de D(A, c, b) serd denotado por Y(A, c).
O problema D(A, c, b) é vidvel se e somente se Y(A, ¢) ndo é vazio.

Dizemos que D(A, c, b) é o programa dual e P(A, b, c) é o programa
primal.
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Folgas complementares

Dois vetores x e y, indexados por M e N respectivamente, tém folgas
complementares se, para cada indice j em N, tem-se que

xp =0 ou (yA)j =g

e, para cada indice i em M, tem-se que

yi =0 ou (Ax); = b;.

O lema das folgas complementares afirma que, para todo x em X(A, b) e
todo y em Y(A,c), tem-se cx = yb se e somente se as folgas de x e y s3o
complementares.
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Método primal-dual cldssico

A idéia geral do método primal-dual é a seguinte.

O método ¢ iterativo e no inicio de cada iteracdo tem-se um vetor y vidvel
no programa dual.

Cada iteragdo consiste em procurar um vetor x vidvel no programa primal
que tenha folgas complementares as de y.

@ Se um tal vetor x é encontrado, o método para, pois x e y sdo
solugdes étimas dos programas primal e dual, respectivamente.

@ Se um tal vetor x n3o é encontrado, o método modifica y para obter
um novo vetor z viavel no programa dual e comega uma nova
iteracdo com z no papel de y.
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Método primal-dual cldssico

O método primal-dual recebe um sistema (A, b, ¢) tal que Y(A, c¢) ndo é
vazio e devolve:

Q vetores x em X(A, b) e y em Y(A, ¢) tais que cx = yb, ou

@ um vetor y’ em Y(A,0) tal que y’'b > 0.
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Método primal-dual cldssico

Cada iteragdo do método comega com um vetor y em Y(A, c). No inicio
da primeira iteragdo, y é um elemento qualquer de Y(A, ¢).

Cada iteragdo consiste no seguinte: sejam

I(y) ={ieM:y;=0} e J(y):={jeN:(yA) =q}

Considere o problema restrito primal a seguir, denotado por RP(A, b, y):
encontrar um vetor x indexado por N tal que

para cada i em [(y),

bia

(Ax); = bj, paracadaiem M\ I(y),
0. (3)
0,

X
v

para cada j em J(y),
para cada j em N\ J(y).

IR
Il
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Método primal-dual cldssico

Este é um problema de viabilidade: trata-se de encontrar x que satisfaz
todas as restri¢des em (3).

Suponha que o problema RP(A, b,y) é vidvel e seja x uma de suas
solucdes.

Este vetor x estd em X (A, b) e tem folgas complementares as de y.
Portanto, cx = yb.

Nesta situa¢do o método para apds devolver os vetores x e y que, de
acordo com o teorema fraco da dualidade, s3o solu¢des étimas dos
problemas P(A, b, c) e D(A, c, b), respectivamente.
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Método primal-dual cldssico

Se o problema RP(A, b, y) é invidvel entdo, pelo lema de Farkas, o
seguinte problema de viabilidade tem solucdo: encontrar um vetor y’
indexado por M tal que

y'b > 0,
(y'A); < 0, paracadajem J(y), (4)
yl > 0, paracadaiem /(y).

Esse problema é chamado de problema restrito dual e sera denotado por
RD(A, b, y).
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Método primal-dual cldssico

Seja y’ uma solugdo do problema RD(A, b, y).

Se, para todo niimero positivo 6, o vetor y + 6y’ estd em Y (A, c), entdo o
programa linear D(A, c, b) é ilimitado e o método para apds devolver y’,
vetor de inviabilidade para P(A, b, c).

Caso contrdrio, o método comeca uma nova iteracio com y + 0y’ no
papel de y, com 6 o maior niimero tal que y + 0y’ estd em Y(A, c¢).
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Método primal-dual cldssico

Método PRIMAL-DUAL(A, b, ¢):
seja y um vetor em Y'(A,c);
enquanto RP(A, b, y) ndo tem solugdo, faga:
seja ¥y’ uma solugcdo de RD(A, b, y);
se y + 0y’ € Y(A, c) para todo 6 positivo,

1

2

3

4

5 ent3o devolva y/;
6 sendo seja # o maior nimero tal que y + 0y’ € Y(A, ¢);
7 faca y <y + 0y’

8 Seja x uma solugdo de RP(A, b, y);

9

devolva x e y.
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Método de aproximacao primal-dual

O método de aproximacgdo primal-dual é semelhante ao método classico,
com a diferenca que o método de aproximac3do pdra assim que encontra
solugdes vidveis dos problemas P(A, b, c) e D(A, c, b) suficientemente
préximas das solucdes 6timas.

Esta proximidade serd medida através de folgas aproximadas.

Sejam « e 3 dois numeros taisque 0 < a <1 < 6.
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Folgas aproximadas

Dizemos que x e y tém folgas a-aproximadas no primal se, para cada
indice j em N, tem-se que

xj =0 ou (yA); > ag;.

Dizemos que x e y tém folgas [J-aproximadas no dual se, para cada indice
i em M, tem-se que

yi =0 ou (Ax); < (Bb;.

O lema a seguir é uma generalizacdo do lema das folgas complementares.
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Lema das folgas aproximadas

Lema (das folgas aproximadas): Se os vetores ndo-negativos x e y
satisfazem as condi¢des de folgas a-aproximadas no primal e
[B-aproximadas no dual, entdo acx < Syb.

Demonstracao: Temos que

acx = E acjX;.
JEN
Em virtude das folgas aproximadas e como tanto x com y s3o

nao-negativos,

acx = Z agjxj < Z(yA)ij = Z}/i(AX)i < Z)ﬁﬁbi = Byb.

JeN JEN ieM ieM
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Método de aproximacao primal-dual

Note que, para todo x em X(A, b) e y em Y(A, ¢) satisfazendo as
condicdes de folgas a-aproximadas no primal e B-aproximadas no dual,
temos que

ox < (B/a)yb < (B/a)ex e
yb > (a/B)ex > (a/A)3b,

com X e y solugBes étimas de P(A, b,c) e D(A, ¢, b), respectivamente.
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Método de aproximacao primal-dual

O método de aproximagdo primal-dual recebe um sistema (A, b, ¢) tal que
Y (A, c¢) néo é vazio e dois nlimeros v e S taisque 0 <a <1< e

devolve:
© vetores x em X(A, b) e y em Y(A, ¢) tais que acx < Syb ou

@ um vetor y' em Y(A,0) tal que y’'b > 0.
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Método de aproximacao primal-dual

Cada iteragdo do método comeca com um vetor y em Y(A, c). No inicio
da primeira iteragdo, y é um elemento qualquer de Y(A, ¢).

Cada iteragdo consiste no seguinte. Sejam

Iy)={ieM:y; =0} e J(y,a) :={j e N:(yA); > ac}.

Considere o seguinte problema restrito aproximado primal, denotado por
RAP(A, b,y,c, [3): encontrar um vetor x indexado por N tal que

(Ax); > bj, paracadaiem M,

(Ax); < [b;, paracadaiem M\ I(y),
xj > 0, para cada j em J(y, ),
xi = 0 para cada j em N\ J(y, a).
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Método de aproximacao primal-dual

Se o problema RAP(A, b,y, «, [3) é vidvel, entdo, pelo lema das folgas
aproximadas, x é um vetor em X(A, b) tal que acx < SByb e o método
devolve x e y.

Caso contrario, pelo lema de Farkas, o seguinte problema restrito
aproximado dual, denotado por RAD(A, b, y., «), é vidvel: encontrar um
vetor y’ indexado por M tal que

y'b > 0,
(y'A); < 0, paracadajem J(y,a),
y/ > 0, paracadaiem [(y).
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Método de aproximacao primal-dual

Seja y’ uma solucio do problema RAD(A, b,y, «).

Se para todo ndmero positivo 6 tem-se que y + 0y’ estd em Y(A, c),
entdo o programa linear D(A, c, b) é ilimitado e o método para apds
devolver y’, vetor de inviabilidade para P(A, b, ¢).

Caso contrdrio, o método comeca uma nova iteracdo com y + 0y’ no
papel de y, com 6 o maior niimero tal que y + 0y’ estd em Y(A, c).
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Método de aproximacao primal-dual

Método APROXIMAGAO-PRIMAL-DUAL(A, b, ¢, o, 3):
seja y um vetor em Y(A,c);
enquanto RAP(A, b, y, a, ) ndo tem solugido, faga:
seja ¥y’ uma solugcdo de RAD(A, b, y, a);
se y + 0y’ € Y (A, c) para todo 6 positivo,

1

2

3

4

5 ent3o devolva y’;
6 sendo seja # o maior nimero tal que y + 0y’ € Y(A, ¢);
7 faca y < y + 0y’

8 Seja x uma solugdo de RAP(A, b,y, «a, 3);

9

devolva x e y.
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Método de aproximacao primal-dual

Suponha que o método pare apds devolver os vetores x e y.
E facil verificar que

@ x estd em X(A,b),

e yestdem Y(A,c)e

@ os vetores x e y tém folgas a-aproximadas no primal e S-aproximadas
no dual.

Portanto, pelo lema das folgas aproximadas, temos que acx < Syb.
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Método de aproximacao primal-dual

Assim, o vetor y é um certificado da qualidade de x como solugdo vidvel
de P(A, b, c), ja que

ox < (B/a)yb < (8/a)7b = (B/a)ck,

com X e y solugBes étimas de P(A, b, c) e D(A, ¢, b), respectivamente.

Da mesma forma, o vetor x certifica que

yb = (a/B)yb.
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