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Introducao

@ Problemas de empacotamento sdo aqueles que requerem que certos
itens sejam empacotados em outros de tamanhos maiores, chamados
de recipientes;

@ Estes problemas devem ser feitos ndo considerando sobreposices de
itens;

@ Um dos problemas conhecidos pela industria é o corte de um rolo de
um determinado material para obtenc3o de itens menores.
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Introducao

O problema de empacotamento em faixa

Definition

Seja S um recipiente retangular de largura W e altura infinita e uma lista
de itens retangulares L = (r1, ..., r,), onde cada item r; = (w;, h;) é tal que
w; € (0, W], parai=1,...,n, w; é a largura e h; é a altura do item r;. O
objetivo é empacotar os itens de L em S (sem sobreposi¢cdes) com a menor
altura possivel.
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Introducao

Abaixo temos o exemplo de uma instdncia do empacotamento em faixa:
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Introducao

NP-Completude

O problema de empacotamento em faixa é NP-dificil.

e Bin packing (1D) — Strip packing
Empacotamento em faixa de retdngulos de mesma altura;

@ Makespan minimization — Strip packing
Empacotamento em faixa de retdngulos de mesma largura.
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Introducao

Revisdo da literatura de algoritmos de aproximacgao

Publicacdo Algoritmo Fator de aproximacao
Harren et al. (2014) (5/3 +¢)
Harren and van Stee (2009) 1.9396
Steinberg (1997) 2
Schiermeyer (1994) Reverse Fit 2
Sleator (1980) 25
Coffman et al. (1980) First Fit 2.7
Golan (1981) Split 3
Coffman et al. (1980) Split Fit 3
Coffman et al. (1980) Next Fit 3
Baker et al. (1980) Bottom Left 3
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Algoritmo Next Fit (NFDH)

@ Ordene as pecas em uma lista L de

altura n3o-crescente; //// //
@ Empacote as pegas ordenadas na parte B

inferior esquerda do recipiente até que 5 . é
nao haja espac¢o horizontal suficiente

para uma nova peca; ////////
© Defina uma linha imaginaria horizontal & "
sobreposta a parte superior da maior %

pega;

ol

© Empacote as pegas ordenadas restantes
na parte inferior esquerda deste novo
nivel até que n3o haja espag¢o horizontal
suficiente para uma nova peca;

© Repita os passos 3 e 4 até que n3o haja
mais pecas.
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Algoritmo Next Fit (NFDH)

Teorema

Para qualquer lista L ordenada com altura n3o-crescente,
NFDH(L) <3 OPT(L)

onde a constante 3 é a menor possivel.
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Algoritmo Next Fit

Demonstracdo (1)

Considere o empacotamento NFDH em L com blocos By, ..., B, € para
cada i seja x; a largura do primeiro retangulo em B; e y; a largura total
dos retangulos em B;. Para cada / < t, o primeiro retangulo em B; ; ndo
pode ser inserido em B;. Porém, como y; + xj+1 > 1,1 </ < t, e como
cada retdngulo em B; tem altura no minimo H,,1, e o primeiro retangulo
em B,'+1 tem altura H,'_|_1, A; + A,'_;,_l > H,-+1(y,- —{—X,‘+1) > H,‘+1.
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Algoritmo Next Fit (NFDH)

Demonstracdo (2)

Mais que isso, se A é a area total de todos os retangulos,

t t-1 t
NFDH(L) = H; < Hy + A + Z A < Hi+2A (1)
i=1 i=1 i=2
< OPT(L)+2 OPT(L) =3 OPT(L), (2)
pois a altura da maior pega é menor ou igual ao valor étimo.
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Algoritmo Next Fit

Demonstragdo (3)

A figura ao lado ilustra como o fator
de aproximac3o algoritmo NFDH é
arbitrariamente préximo a 3.

De fato, estamos considerando uma
lista L com

NFDH(L) = (3 — 6¢) OPT(L) para
qualquer e = 1/N. Esta lista é dada
por um retangulo 2e x 1, um
retangulo (1 — 2¢) x 2¢, e 2N — 6
pares de retangulos com dimensoes
(1/2—€) x ee3e xe.

7

T

Lhns

L

\?
N

|
|

NFDH PACKING
NFDH(L)=3-§

OPTIMAL PACKING
OPT(L)=1
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Algoritmo de Sleator

© Empilhe as pecas com largura
1.
74 > bR
@ Ordena as pecas restantes em
ordem nao-crescente de altura;

© Aplique o algoritmo Next Fit
para criar a primeira linha de
pecas;

© Desenhe uma reta vertical que
divida a placa ao meio e aplique
o algoritmo Next Fit, criando
apenas uma linha de pecas no
lado com menor altura;

le—— g'——--q-_?'—n-i

© Repita o passo 4 até que nao
hajam mais pecas disponiveis.
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Algoritmo de Sleator

Lema
No algoritmo de Sleator, temos que a seguinte desigualdade é satisfeita:

S<4A+d;

onde S é a soma das alturas de todas as linhas em Ay, A é a area das
pecas na regido definida no passo 3 e d; é a altura acima de hy do maior
ponto de qualquer pega na metade a direita (ou parcialmente na metade a
direita).
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Algoritmo de Sleator

Demonstracdo (1)

As pecas de A, serdo empacotadas em um recipiente de altura S e largura

% em ordem n3o-crescente de altura, linha por linha.

Seja p; a primeira linha empacotada, p» a préxima, até a ultima linha
empacotada p,. Seja d; a altura de p;. Seja R; o retangulo de dimensGes
d; x % no qual as pecas de p; sdo empacotadas. Nés particionamos R; em
trés partes disjuntas a;, b; e ¢;, conforme é ilustrado na figura.

d|+1l

[———1j2 ~——+]
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Algoritmo de Sleator

Demonstracdo (2)

Sejam Ay = Ua,-, B :Ub,- e C:Uc,-.

Como Ay, B é C sdo disjluntos e cobrtlem o retangulo % x S, temos que:
1
55 =A+B+C.

Além disso, sabemos que b; < ajy1, porque a primeira peca em aj;1 €
mais larga e possui pelo menos a mesma altura de b;. Logo, B < A,.
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Algoritmo de Sleator

Demonstragdo (3)

Por outro lado, considere a particdo C. A altura de ¢; é d; — dj11 para
todo i < n—1 e a altura de ¢, é d,. Entdo, segue que:

Zaltura dec =d,+ Z (di — dit1) = d1.
i 1<i<n—1
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Algoritmo de Sleator

Demonstracdo (4)

Assim, as pecas de C podem ser posicionadas em um retangulo % X dy
. 1

sem sobreposicdo, logo, C < 5di.

Combinando as trés relagbes acima, obtemos:

1 1
=S<A+ A+ =
25_ 2+ 2+2d1

que implica no resultado desejado:

S <4A, + d.
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Algoritmo de Sleator

Teorema

Sejam Hp, ¢ a altura do empacotamento dado pelo algoritmo de Sleator e
HopT a altura do empacotamento 6timo. Ent3o, temos que:

Harc < 2.5 Hopr

onde a constante 2.5 é a menor possivel.
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Algoritmo de Sleator

Demonstracdo (1)

Seja S a soma das alturas de todas as linhas em A,. Seja e a diferenca de
altura entre as metades a direita e a esquerda no final do empacotamento.
Observe que 2hg + h; + S + e é exatamente o dobro de Hy; .

Como mais da metade da area do recipiente abaixo de hg esta preenchida
com pegas, temos que:

1
—hg < Ap.
5M0 = Ao
Usando o Lema 1, temos que:
S <4A; + d;.
Combinando as desigualdades acima, segue que:

2Haig =2ho+h1 +S+e<4Ap+ h +4A +di +e.

v

Grupo 1 (ICMC-USP) Problema de empacotamento em faixa 26 de novembro de 2015 20/ 33



Algoritmo de Sleator

Demonstracdo (2)

Como as pegas sao empacotadas em ordem nao-crescente de altura, todas
as pecas em A; tem altura pelo menos d;. Ent3o, ou di n3o é nulo, caso
as larguras de todas as pegcas em A; somem exatamente %; ou dj é nulo,
caso n3o hajam mais pecas no passo 3 antes de qualquer peca cruzar a
linha central. Em qualquer um dos casos, temos que:

1
—d; < A;.
S0 = A1

As duas desigualdades acima implicam que:

2Ha16 < 4(A0 + A1 + Az) + hy +e—d.
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Algoritmo de Sleator

Demonstragdo (3)

Como a solucdo étima tem altura Hppr, ndés sabemos que a drea de todas
as pegas nao pode exceder Hopr, i.e., Ao + A1 + A < Hopr.
Substituindo esta desigualdade na expressdo acima, obtemos:

2Ha16 < 4Hop7t + hy + € — d;.
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Algoritmo de Sleator

Demonstracdo (4)

Se a altura da coluna a direita nunca exceder a da esquerda, entdo a
altura do empacotamento inteiro é hg + h;. Além disso, hyg < Hopt visto
que nao é possivel empacotar duas pecas em Ap no mesmo nivel em
qualquer solucdo. Nés também sabemos que h; < Hppt, entdo nesse caso
a altura do empacotamento é limitada por 2HppT.

Grupo 1 (ICMC-USP) Problema de empacotamento em faixa 26 de novembro de 2015 23 /33



Algoritmo de Sleator

Demonstragédo (5)

Se a altura da coluna a direita exceder a da esquerda, entdo e é limitado
pela maior altura de uma linha empacotada em A;, i.e., e < dj.
Combinando isto com a ultima linha acima e o fato de que h; < Hopr,
nés obtemos o resultado desejado:

1
Hare < 2Hopt + §HOPT = 2.5 Hopr-
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Algoritmo de Sleator

Seja Sx o conjunto das seguintes
pegas: !
)
@ uma peca com altura 1 e largura A [
ot o fe
4 1
@ 2k pecas com altura % e largura T he
1 1. PRy L L 1 11
2 2k o] |8 L]
7
@ 2k pecas com altura % e largura , f veas |
1 : L
k 2 3]
O empacotamento de Sleator tem b1 b
altura 1+ (%)[%(3k - 1)]. =
O empacotamento 6timo tem altura
1+ 2.

v
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Experimentos Computacionais

Comparar empiricamente os dois algoritmos: NextFit e Sleator
Cédigo desenvolvido em Python

o
o
@ Recebe o conjunto de retangulos e a largura do recipiente
@ Retorna o empacotamento e a altura

o

Permite a visualizacdo do empacotamento
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Instancias analisadas

Tabela: Instancias analisadas.

Instancia

# Retangulos

Fonte

A

J2

D1

D2

D3

D4
Kendall
N1la - Nle

25
50
31
21
37
37
13
17

Jakobs, 1996
Jakobs, 1996
Ratanapan,1997
Ratanapan,1997
Ratanapan,1998
Dagli, 1997
Burke, 1999
Hopper,2000
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Resultados

NextFit Algorithm

Sleator's Algorithm

NextFit Algorithm Sleator's Algorithm

NextFit Algorithm Sleator's Algorithm
Height 21.0 Height 19.0 Height 19.0 Height 18.0 Height 54.?) Height 54.0g
——ro |
e SEEEEN SEERE
(a) J1 (b) J1 (c) J2 (d) J2 (e)D1  (f) D1

Figura: Empacotamento resultante para cada uma das instancias.
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Resultados

NextFit Algorithm

Sleator's Algorithm

NextFit Algorithm Sleator's Algorithm

NextFit Algorithm

Sleator’s Algorithm

Height 57.0 Height 56.0 Height 132.0 Height 164.0 Height 245.0 Height 236.0
=] I : T
: 1 : 1
— = I I
- I — —l—n%
(ayp2  (b) D2 (c)D3  (d) D3 (e)D4 () D4

Figura: Empacotamento resultante para cada uma das instancias.
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Resultados

NextFit Algorithm Sleator's Algorithm NextFit Algorithm Sleator's Algorithm NextFit Algorithm Sleator’s Algorithm
Height 210.0 Height 210.0 Height 306.0 Height 277.0 Height 305.0 Height 260.0

== 2 =

[ 1] — I |

(a) Kendall (b) Kendall (c)Nla  (d) Nia (e) N1b  (f) Nib

Figura: Empacotamento resultante para cada uma das instancias.
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Resultados

NextFit Algorithm Sleator's Algorithm NextFit Algorithm

Sleator's Algorithm NextFit Algorithm Sleator’s Algorithm
Height 293.0 Height 303.0 Height 294.0

Height 269.0 Height 251.0 Height 293.0

! | B

i | []
— I
1] j =) I

(a) Nic  (b) Nic (c) Nid  (d) N1d (e) N1e  (f) Ni1e

Figura: Empacotamento resultante para cada uma das instancias.

Grupo 1 (ICMC-USP) Problema de empacotamento em faixa 26 de novembro de 2015 31/33



Comparacao

12 instancias

3 empates

6 vitérias do Sleator
3 vitdrias do NextFit

Tabela: Comparagao dos algoritmos NextFit e Sleator.

Instancia  NextFit  Sleator Otimo

J1 21 19 15
J2 19 18 15
D1 54 54 ?
D2 57 56 ?
D3 132 164 ?
D4 245 236 ?
Kendall 210 210 140
N1la 306 277 200
N1b 305 260 200
Nlc 293 303 200
N1d 294 269 200
Nle 251 293 200
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Conclusao

@ Problema de empacotamento em faixa - NP-Dificil

@ Dois algoritmos de aproximac¢do - NextFit e Sleator

@ NextFit é uma 3-aproximacao

@ Sleator é uma 2.5-aproximacdo

@ Resultados mostraram que o Sleator funcionou melhor para maioria
das instancias

@ Ainda assim NextFit ganhou algumas: Fator de aproximacao vs.

Instancias
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