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O problema de Empacotamento Unidimensional

Dada uma sequéncia de itens L = (a1, a2, ..., a), onde cada item possui um
tamanho s(a;) € (0, 1], devemos alocd-los em um ndmero minimo possivel
de recipientes, onde cada recipiente possui capacidade 1. Matematicamente,

temos

dos(@)<ni<j<m
a,'EBj

onde m é o niimero minimo de subconjuntos By, By, ..., Bm.
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O problema de Empacotamento Unidimensional

O problema de empacotamento unidimensional é cldssico na literatura e

possui um vasto nimero de aplicacdes no mundo real. Como por exemplo,
ele pode ser usado em:

o Alocagcao de meméria em sistemas paginados;
o Atribuicdo de artigos em paginas de jornais;

@ Alocacgao de comerciais de televisao em intervalos comerciais;
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O problema de Empacotamento Unidimensional

Também, é um problema importante do ponto de vista tedrico, ja que serviu
de base para véarios métodos cldssicos analisarem o desempenho de algorit-
mos de aproximacao, ou seja, é um dos primeiros problemas com publica¢des
fazendo comparacdes de razdes de pior caso, andlise de comportamento de
caso médio e identificacdo de limitantes na melhor performance online entre

algoritmos.

(ICMC-USP - S3o Carlos) Problema de Empacotamento 02 de Novembro de 2015 5/ 40



O problema de Empacotamento Unidimensional

Por fim, sabe-se que este problema pertence a classe NP-dificil e, a menos
que P seja igual a NP, nao ha algoritmo que determine uma solugdo étima
em tempo polinomial. Em vista disso, a busca por heuristica e algoritmos

de aproximacdo se destacou a partir da década de 70.
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Algoritmo First Fit Decreasing (FFD)

O algoritmo FFD consiste do seguinte:

1. Os itens da lista L = (a1, a,...,a,) sdo organizados em ordem n&o
crescente de tamanho;
2. Aloca-se cada item a; no primeiro recipiente (aquele de menor indice)
capaz de acomoda-lo;
3. Caso ndo exista tal recipiente, um novo é criado e o item é alocado no

novo recipiente.
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Razdo de Aproximacao

Teorema

Para qualquer lista L, a solugdo dada pelo algoritmo FFD é sempre menor

ou igual a % da solugdo étima para L.

Demonstracao: Indexe os recipientes na ordem em que eles s3o aber-
tos, {Bi1,B2,...,Bs}. Seja Npgp(L) o nimero de recipientes utilizados
pelo algoritmo FFD para empacotar a lista L e seja da seguinte forma
Nerp(L) = 3x + p, para algum inteiro x,x > 0 e p = 0,1,2. Devemos

considerar trés casos que dependem do valor de p.
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Razdo de Aproximacao

Casol: p=0oup=1.

Tome o recipiente de indice 2x + 1, isto é, Byyy1. Como os itens sio
ordenados por tamanho, se este recipiente contém um item grande, entdo
OPT(L) > 2x + 1> 2Ngep(L).

Caso contrario, nos recipientes Byy11 a B3xyp devem haver, pelo menos,
2x 4+ 2p — 1 itens pequenos e nenhum destes cabendo nos primeiros 2x
recipientes. Assim, a soma dos tamanhos de todos os itens, Y _; s(a;), é
maior que min{2x,2x +2p — 1} e assim, maior também que 2x + p —1, ji
que p é ou 0 ou 1. Assim, temos que OPT(L) > 2x+p > %N,:,:D(L).
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Razdo de Aproximacao

Caso 2: p=2.

De forma andloga, suponha p = 2, ou seja, Neep(L) = 3x +2. Se o
recipiente 2x + 2 conter um item grande, temos OPT(L) > 2x+2 >
%NFFD(L). Caso contrério, os recipientes 2x + 2 a 3x + 2 contém pelo
menos 2x + 1 itens pequenos, nenhum deles cabendo nos 2x 4 1 recipientes
anteriores, implicando que a soma de seus tamanhos é maior que 2x + 1 e
assim, OPT(L) > 2x +2 > 2Ngrp(L).

Portanto, fica demonstrado que a razdo de aproximagdo do algoritmo FFD
£ 3
e §|:|
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Algoritmo ZCW

1. Coloque cada item grande em um recipiente. Indexe os recipientes de
forma arbitraria e configure-os como ativos.

2. Para os itens pequenos, se ha algum recipiente ativo aberto, coloque
o item atual a; no recipiente ativo aberto (menor indice), caso ele caiba.
Caso contrario, feche este recipiente ativo e considere o recipiente extra da

seguinte forma:
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Algoritmo ZCW

@ Se ha algum recipiente extra aberto com espaco suficiente para a;,

aloque a; nele.

o Caso contrério, feche este recipiente extra. Abra outro recipiente para

a; e configure ele como extra.

3. Se n3o ha recipiente ativo aberto, crie um novo recipiente para a; e

configure-o como ativo.
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Exemplo ZCW

Exemplo:

Seja L = (a1, a2, ..., as), tal que s(a;) = 0.8, s(a2) = 0.6, s(a3z) = 0.1, s(aq)
= 0.9, s(a5) = 0.4, s(ag) = 0.4, s(a7) = 0.5 e s(ag) = 0.3.
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Razdo de Aproximacao

Teorema

O algoritmo ZCW tem razdo de aproximacdo igual a % Além disso, % éo

melhor possivel a menos que P = NP.

Demonstracao: Sejam:

X: conjunto que contém os recipientes ativos;
Y': conjunto que contém os recipientes extras;
N;: nimero de recipientes de X;
Ne: nimero de recipientes de Y/;

N¢: nimero de recipientes ativos fechados;
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Razdo de Aproximacao

Nf = nimero total de itens empacotados nos recipientes extras

Pois um recipiente ativo é fechado quando um item n3o pode ser alocado
nele, e entdo, este item é colocado em um recipiente extra. Observe também
que todos os recipientes extras, com excecao do ultimo, possuem no minimo

dois itens, ja que recipientes extras contém apenas itens pequenos. Logo,
N
Ne <31

Agora, uma vez que Nf é no maximo igual a N,, entdo hd dois possiveis

casos, mostrados a seguir.
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Razdo de Aproximacao

Caso 1: N < N, —1.

Nesse caso,

N N,—-1 N, N,
ZEW(L) = Na+ Ne < Na+ [51] < Ny + [=—=1 < Ny + =7 s

Se NP =N, -1,

OPT(L) > Zs(a;) = Z s(aj) + Z s(ai) > N¢ = N, — 1,

a,'EX a,'EY
isto é,
OPT(L) > N..
(ICMC-USP - S3o Carlos)
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Razdo de Aproximacao

Se Nf < N, — 2, entdo existem no minimo dois recipientes ativos n3o
fechados. Isso acontece somente quando cada recipiente ativo contém um
item grande, ou seja, n3o foi necessario criar recipiente ativo para alocar

qualquer um dos itens pequenos. Assim, OPT(L) > N,.

ZCW(L)

Logo —<§
8 oPT(L) = 2

(ICMC-USP - S3o Carlos) Problema de Empacotamento 02 de Novembro de 2015 17 / 40



Razdo de Aproximacao

Caso 2: Nr = N,. Nesse caso,

N N, 3N, 1
ZCW(L):Na+Ne§Na+[7f}:Na+[7"’15 24z

2 2

Por outro lado,

OPT(L) > Zs(a,-) = Z s(ai) + Z s(aj) > N,,
i=1

a;eX aeYy
isto €,

OPT(L) > N, + 1.

Lo ZEW(L) _3
8% oPT(L) = 2
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Razdo de Aproximacao

Portanto, fica demonstrado que o algoritmo ZCW tem razao de aproximacao

igual a %

Além disso, em termos de razdo de pior caso absoluta, ZCW é o melhor
possivel para o problema do empacotamento unidimensional a menos que
P = NP. lIsto é, n3o existe qualquer algoritmo de tempo polinomial para
este problema cuja raz3o seja menor ou igual a % a menos que P = NP.

Tal afirmagdo pode ser verificada em [1] e [3] . O
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Comparacao tedrica entre FFD e ZCW

Como visto, tanto FFD como ZCW possuem razdo de aproximacdo igual a
%. Logo, a andlise da complexidade de tempo e espaco destes algoritmos
torna-se fundamental quando o objetivo é descobrir qual deles possui melhor

desempenho.

Segundo Johnson [2], o FFD pode ser implementado de forma que leve

tempo O(nlog n) se usado uma estrutura de dados adequada.

O espago que o FFD ocupa é O(n). Isso ocorre pois durante todo o algoritmo

todos os recipientes estdo abertos.
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Comparacao tedrica entre FFD e ZCW

Ja o algoritmo ZCW leva tempo O(n). De fato, pois para cada item i, o

algoritmo tenta alocad-lo em um recipiente ativo, do contrario coloca-o em

um recipiente extra.

O espaco que ZCW ocupa é constante, pois em cada iteracdo o algoritmo

mantém aberto no maximo um recipiente ativo e no maximo um extra.
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Comparacao tedrica entre FFD e ZCW

Assim, podemos concluir que, como ambos os algoritmos possuem a mesma
razao de aproximacgdo, isto é, % a qualidade das solugbes de cada algo-
ritmo deve ser muito préxima, porém, ZCW possui um melhor desempenho

levando-se em conta a andlise da complexidade de tempo e espaco.
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Comparacao numérica entre FFD e ZCW

Para realizar o testes, foram usadas as instancias do benchmark criado pelo
Prof. A. Scholl e Dr. R. Klein [1].

No total haviam 720 instancias onde em cada instancia era possivel ter 50,
100, 200 ou 500 itens; as capacidades dos recipientes podiam ser 100, 120
ou 150; e cada objeto podia ter o peso entre 1 a 100, 20 a 100 ou 30 a 100.

Para cada combinacgdo de instancia havia 20 casos diferentes.

(ICMC-USP - S3o Carlos) Problema de Empacotamento 02 de Novembro de 2015 23 / 40



Comparacao numérica entre FFD e ZCW

Os algoritmos foram implementados em linguagem C. Foi realizada a anélise

de tempo e da quantidade de recipientes. Para isso a estrutura do cédigo
foi:

1. Receber o nimero de itens;

2. Receber a capacidade de cada recipiente;

3. Rodar o algoritmo;

4. Devolver a quantidade de recipientes ou tempo;
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Comparacao numérica entre FFD e ZCW

Notas:

1. Na implementacdo do FFD, antes do algoritmo os itens foram

ordenados usando quick sort.

2. Apesar do FFD poder ser implementado em tempo O(nlogn) [2],

durante este projeto ele foi implementado em O(n?).
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Comparacao ntimerica entre FFD e ZCW

Algoritmo ZCW

. Recebe a quantidade de itens

. Recebe a capacidade de cada

recipiente

. Roda o algoritmo

. Devolve o nimero de

recipientes ou tempo

(ICMC-USP - S3o Carlos)
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Algoritmo FFD

. Recebe a quantidade de itens

. Recebe a capacidade de cada

recipiente

. Ordenac3o com quick sort
. Roda o algoritmo

. Devolve o niimero de

recipientes ou tempo
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Comparacao numérica entre FFD e ZCW

Comparacdo de tempo entre os algoritmos ZCW e FFD
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Comparacao numérica entre FFD e ZCW

Para analisar estes resultados foi calculada a média de tempo das instancias

com 50, 100, 200 e 500 itens dos dois algoritmos.

Tempo ZCW  Tempo FFD
50 1,80 7.07
100 2,09 17.60
200 3,36 51.85
500 6,68 240.37
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Comparacao numérica entre FFD e ZCW

Comparagdo da Razdo entre os agoritmos ZCW e FFD
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Comparacao numérica entre FFD e ZCW

Nas instancias testadas, o algoritmo ZCW teve razdo em média de 1.24 e
desvio padrdo 0.04, resultando em um coeficiente de variacdo de 3.35% e o
FFD, razdo média de 1.28, desvio padrdo 0.09 e coeficiente de variacdo de

7.33%.

Assim, os resultados produzidos pelo FFD tém maior variacdao que os re-
sultantes do ZCW, ou seja, sdo mais heterogéneos que os do ZCW. Além
disso, a medida que o nimero de itens aumenta, é possivel observar uma

pequena melhora do algoritmo ZCW em relagdo ao FFD.
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Comparacao numérica entre FFD e ZCW

Durante as implementacdes, foi descoberto que haviamos implementado um

outro algoritmo.

O primeiro algoritmo implementado para comparar com o ZCW foi o Next-

Fit que possui uma ordem de complexidade de tempo O(n).

Mas da mesma forma, os itens também foram ordenados no inicio do cédigo
com o quick sort, assim o algoritmo completo ficou com complexidade de

tempo O(nlog n).
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Comparacao numérica entre FFD, ZCW e NFD

Comparagdo de tempo entre os algoritmos ZCW, FFD e NFD
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Comparacao numérica entre FFD e ZCW

Para analisar estes resultados também foi calculada a média de tempo das

instancias com 50, 100, 200 e 500 itens dos dois algoritmos.

Tempo ZCW  Tempo NFD Tempo FFD
50 1,80 4.25 7.07
100 2,09 7.33 17.60
200 3,36 14.39 51.85
500 6,68 34.36 240.37
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Comparacao numérica entre FFD, ZCW e NFD

Comparagdo da Razdo entre os agoritmos ZCW e FFD
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Comparacao numérica entre FFD, ZCW e NFD

Comparagdo da Razdo entre os agoritmos ZCW, FFD e NFD
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Conclusoes

Neste trabalho apresentamos dois algoritmos de aproximag¢ao para o prob-
lema de empacotamento unidimensional, a saber, ZCW e FFD, e mostramos

~ . ~ ) 3
que a razdo de aproximagao de ambos € igual a 3.

Na comparacdo tedrica entre os dois algoritmos, analisando a complexidade

de tempo e espaco, concluimos que ZCW possui melhor desempenho.
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Conclusoes

Por fim, em relacdo a comparagcdo numérica, foi notado que os trés algo-
ritmos tiveram seus resultados para cada instancia respeitando a razio de

aproximacao.

Em relagdo a comparagdo de tempo, os trés algoritmos também respeitaram

suas ordens de complexidade tedrica.

Assim, o algoritmo que mostrou melhor desempenho nas instancias testadas
foi o ZCW.
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