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Coloracao




Coloracao

Dado um grafo G = (V, E) e um k € N*. Define-se como uma
coloragdo de vértices de G a fungdo ¢ : V — {1,2,3,..., k},

{u,v} € E e c(u) # c(v).



Problema classico de coloragao.
Consiste em encontrar o menor k tal que um determinado grafo
seja k-colorivel.

Aplicacoes.

v

Programacdo de horarios.

v

Escalonamento (Scheduling).

v

Alocacao de frequéncia de emissoras de radio.

v

Coloracido de mapas



Exemplo:

> Tarefas: a, b, c,d, e, f, geh.
» N3o podem ser executadas simultaneamente: (b,a); (c,a);
(d,a); (a,h); (h.e); (h,(f) e (h,g).

» Cada tarefa tem um custo proporcional ao momento da
€Xecucao.
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Possiveis solucdes para o exemplo:

L

4.(1)+4.(2) =12 6.(1)+2+3=11




Dada uma k-coloragdo de um grafo G(V, A).
Soma de uma coloragdo:
> <)

Soma cromaética:
S2(G) = min{3>",(G); k € N* e G é k-colorivel}



Problema de Coloracdo de Soma Minima

Versao de decisao: dado um grafo G e um ndmero inteiro
positivo S. Existe uma coloracdo de G cuja soma n3o ultrapassa S?

Versao de otimizacao: dado um grafo G, determinar o menor S
tal que existe uma k-coloracdo cuja soma é S.



Coloragdo de Soma Minima
estd em NP-completo.



Coloragdo de Soma Minima
estd em NP-completo.

X

) Reducdo de um
Esta em NP. problema em NP-completo.



Coloracdo de Soma Minima
estd em NP-completo. 3-5AT.
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) Redugdo de um ~
Estd em NP. problema em NP-completo. K-coloragdo.
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Coloracdo
de Soma Minima.



3-SAT para k-coloracao

Cores={T,F B}



3-SAT para k-coloracao

Cores={T,F B}



3-SAT para k-coloracao

Cores={T,F B}



3-SAT para k-coloracao

Cores={T,F, B}



3-SAT para k-coloracao

Cores={T,F B}
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3-SAT para k-coloracao

Cores={T,F B}




3-SAT para k-coloracao




3-SAT para k-coloracao




3-SAT para k-coloracao

Uma valoragdo se traduz em uma 3-colorag3o...




3-SAT para k-coloracao

Uma 3-coloragdo se traduz em uma valorag3o...




K-coloracdo para Coloracdo de Soma Minima

G = (V,E), k-colorivel.
n=|V|.

/- Grafo completo com k vértices.

G =G X Kk



K-coloracdo para Coloracdo de Soma Minima



K-coloracdo para Coloracdo de Soma Minima









3
V3 5
1)V
vi
2
v2 1
3
vi

Supondo que G tem uma k-colorac3o...



Cada cépia de G é colorida com as cores deslocadas de maneira
circular.
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Cada cépia de G tem uma k-coloragdo.



Cada cépia de K tem um vértice com cada cor de {1,..., k}.



n cépias de KX = G’ tem k-coloragio com soma k/ = n=5-~



Supondo que G’ tem uma coloracdo cuja soma n3o ultrapassa k’...



, -~ . k(k+1
A menor soma possivel para uma cépia de K* é %



G’ é k-colorivel = G também é.



Coloracdo de Soma Minima
estd em NP-completo. 3-5AT.
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) Redugdo de um ~
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Algoritmo guloso

1 G: grafo cujos vértices serdao coloridos;

2 V<« (v1,...,vp): ordem em que os vértices serdo coloridos;
3 C <+ {1,...,k}: conjunto de cores disponiveis;

4 for v; € V do

5 N,-C: cores utilizadas pelos vizinhos ja coloridos de v;;

6 c: menor cor que nio pertence a N;

7 Vi< C

8 end

Note que o algoritmo produz, de fato, uma k-coloracdo, e tem
complexidade O(nA).



Cores=1{1,234,5}
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V ={a b,c,d e, f,g h}; |V|=38
E= {{av d}v{b7 d},{C, d}v {dve}v{ev f}v{eag}7{e7 h}}' |E| =17



Cores={1,2,34,5}
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Soma =1



Cores={1,2,345}
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Soma=1+1




Cores={1,2,345}

Soma=1+1+1



Cores={1,2,34"5}

Soma=1+1+1+2



Cores={1,2,345}

Soma=1+1+1+2+1



Cores={1,2,34"5}

Soma=1+1+14+2+1+4+2



Cores={1,2,34"5}

Soma=1+1+1+24+1+2+2



Cores={1,2,34"5}

Soma=14+14+14+24+14+2+4+2+2=12



Cores={1,2,34,5}

oniiend

V:{a’b’c7d7e7f3g7h}; V:{a’b’c7d7e7f7g7h};
Soma = 12 Soma =11




Limites para soma cromdtica

Seja G um grafo com n vértices e m arestas.

» “Melhor caso”: G n3o tem nenhuma aresta.
n<3(G)
» “Pior caso”: G é um grafo completo.

n(n+1
$(6) < o)

| n<>(G) < "ot




» "“Estratégia Gulosa”:

Seja p = (v1,v2,- -+, vy) uma ordenagdo dos vértices de G

Seja /(v;) o nimero de Vvértices adjacentes a v; que estdo
antes dele em p

> Iy =1(vi) + I(v2) + -+ I(va) = m

i=1

Atribuindo a “menor” cor possivel a cada vértice na ordem de p,

obtemos uma coloracg3o tal que:

c(vi) < I(v;))+1



Portanto,




Razao de aproximacao

Seja G um grafo tal que

n

E c(v;): soma associada a uma coloragdo dada pelo algoritmo.
i=1
Assim,

n

Zc(v,-)gn—i—m

i=1



Razao de aproximacao

Seja G um grafo tal que

n

E c(v;): soma associada a uma coloragdo dada pelo algoritmo.
i=1
Assim,

n

Zc(v;)§n+m§n+an:(1+a)n
i=1



Razao de aproximacao

Seja G um grafo tal que

n

E c(v;): soma associada a uma coloragdo dada pelo algoritmo.
i=1
Assim,

n

Zc(v;)gn—i—mgn+an:(1+a)n§(1+a)Z(G)
i=1

Portanto, o algoritmo é («a+1)-aproximativo.



Programacao Inteira

Sejam o grafo G = (V,A) e C um conjunto de cores disponiveis

para coloracdo.

. 1, se o vértice v é colorido com a cor j;
v 0, caso contrério.

Min  £(x) =) jx,

veV jeC

sujeito a:

Y xj=1, YveV,

jec

xj+xj <1, VjeC, VY(v,w)eA,
x,; €{0,1}, VveV, VjeC.



Comparacoes

Qualidade da solucio.
Tempo de execugdo.

GLPK e Gurobi (1800s e uma thread).

64 instancias da literatura.

Solucao do algoritmo de aproximagao

lidade =
Qualidade Solugao com o Gurobi



Comparacoes

Vértices Arestas leY
Maximo 1406 11395 40,61
Minimo 11 20 1,66

Médio 258,03 2779,41 9,67
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Comparacoes

Qualidade
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Comparacoes

Tempo (s)

2000

1500
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Comparacoes

Vértices Arestas o
GLPK 0,407 0,833 0,855
Solucdao Gurobi 0,635 0,850 0,682
Aproximacao 0,666 0,935 0,712
Tempo GLPK 0,582 0,278 0,278
Gurobi 0,605 0,705 0,462
Qualidade 0,130 0,275 0,140




Comparacoes

SolucGes 6timas GAP médio Sem solucdes
Gurobi 37 11,43 0
GLPK 12 40,47 19



Instancia Vértices Arestas
2-Insertions_3 37 72
3-Fulllns_3 80 346
3-Fulllns_4 405 3524
3-Insertions_5 1406 9695
myciel3 11 20
myciel4 23 71
queenlb_15 225 5180
Melhor valor
Instancia 1) @ @3
2-Insertions_.3 62 62 64
3-Fulllns_3 145 145 250
3-Fulllns_4 706 683 1325
3-Insertions.5 SS 2421 2381
myciel3 21 21 22
myciel4 45 45 49
queenl5_15 SS 1939 2296

Grau médio

(1)
0,10
191,80
TL
TL
0,00
0,30
TL

3,89
8,65
17,40
13,79
3,64
6,17
46,04

Tempo

(2)

0,6

0,56

724,92

TL

0,02

0,17

TL

a+1
2,95
533
9,70
7,90
2,82
4,09
24,02

(3)
<0,1
<0,1
<0,1
<0,1
<0,1
<0,1
<0,1



Conclusoes

» No problema de Coloragdo de Soma Minima, modela-se
situacdes onde, apesar de eventualmente alguns individuos
serem penalizados, o sistema como um todo serad otimizado.

» A abordagem exata (Programagido Inteira) tem certa
dificuldade em resolver os problemas até a otimalidade.

» O algoritmo de aproximag¢do (com estratégia gulosa), embora
nao garanta uma solucdo 6tima, é executado mais rapido.
Além disso, a solucdo do algoritmo de aproximacao foi
relativamente préxima da melhor solugcdo encontrada pelo
método exato.



Obrigado!
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