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Introducao ao Problema

Problema das Trés Cores
- Seja um grafo G(V,E).

- Obijetivo: Colorir os vértices do grafo com somente 3 cores
tal que nenhum vertice adjacente tenha cores iguais.




Algoritmos de Aproximacao

Solucao exata:
- Maximo de cores: 3

Algoritmo de Jonhson
- Maéximo de cores: O(n/log(n))

Algoritmo de Wigderson
- Maximo de cores: O(vn)



- Seja um grafo G(V,E) uma instancia. Satistofo
Pergunta b
e - C(V1)¢C(U1)?
Falso \_G
Pergunta
e1 1 ¢(V2)#c(U2) ? Falso
.\\0
b”’b@
@
o

Nao Satisfeito

Pergunta

en c(Vn) #c(Un) ?




Prova NP-Completo

Reducao do 3-SAT para 3-Coloracao.

- Seja ¢ uma instancia do 3-SAT, com variaveis Xi,X2...Xn €
clausulas Cs, Ca... Cn.



Prova NP-Completo

Parte 1

3-SAT

oednpay

3-Coloracao

2 valores

3 valores

O que fazer?




Prova NP-Completo




Prova NP-Completo

- Como os vértices das variaveis nao podem ser iguais a
cor BASE, entao so6 podem ser coloridas com TRUE e
FALSE.



Prova NP-Completo

Parte 2 X1=X2=X3=F
Nao é 3
Fatso loravel
Ci ] Associacao : Gi
Verdadeiro -Coloravel
x:=T ou
X2=T ou
X3=T




Prova NP-Completo

Exemplo: x1 V x2’ V x3




Prova NP-Completo




Prova NP-Completo




Prova NP-Completo




Prova NP-Completo




Prova NP-Completo

Exemplo




Prova NP-Completo

Exemplo




Prova NP-Completo

Exemplo




Prova NP-Completo

Exemplo




Prova NP-Completo

Exemplo




Prova NP-Completo

Exemplo







Prova NP-Completo

- Se ainstancia ¢ é satisfeita para uma dada valoracao,
entao o grafo G é 3-coloravel.

Satisfeita

3-coloravel

C1 g G1 3-coloravel

3-coloravel

C. 1 G2

G

3-coloravel
Cm g Gm




Prova NP-Completo

- Se o grafo G é 3-coloravel, entao a instancia ¢ €

satisfeita.
3-coloravel
Satisfeita ‘
] C1 Satisfeita
Satisfeita
G 1Cz ®
Satisfeita

=Cm




Algoritmo de Johnson

O algoritmo de Johnson foi o primeiro algoritmo a mostrar
uma garantia de aproximacao para o problema de coloragao
de grafos. Trata-se de um algoritmo guloso, cuja garantia de
aproximacao € de O(n/log(n)) cores, para um grafo G
qualquer com n vertices.



Algoritmo de Johnson

- O algoritmo funciona encontrando conjuntos
independentes no grafo.

- Conjunto independente: conjunto de vértices em um grafo,
tais que estes nao possuam nenhuma aresta em comum.

- Cada vértice de um conjunto independente tera a mesma
cor. Cada conjunto independente distinto possuira uma
cor distinta.



Algoritmo de Johnson(G):

1 fe=l.
2 U<« TV.(U éoconjunto de vértices ainda sem cor)

3 Enquanto U # @ faca:

4 W U.
5 Enquanto w + @ faca:
6 Seja v o vértice com menor grau no subgrafo induzido por W .
7 Colorir v com a cor i.
8 We—W — {v} — Nv).
9 U—U- {v}.
10 i—it1.

11 Devolva a coloracéo.



Algoritmo de Johnson

Instancia de exemplo




Algoritmo de Johnson

i «— 1 U # 3?7 Sim

Cores: 0



Algoritmo de Johnson

W # @7 Sim
Obter o vértice de menor grau no subgrafo induzido por W

i=1 Cores: 0



Algoritmo de Johnson

Colorirvcom a cor i

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

W — W - {v} - N(v)
U«—U-{v}

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

W # @7 Sim
Obter o vértice de menor grau no subgrafo induzido por W

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

Colorirvcom a cor i

3

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

W — W - {v} - N(v)

U U -
— U-{v} . o
2 @/@
1
. 5 . (5)
6 6
7 7
U : W &
9 9

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

W # @7 Sim
Obter o vértice de menor grau no subgrafo induzido por W

3 ©
2
1

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

Colorirvcom a cor i

: ©
2
1

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

W — W - {v} - N(v)

U—U-
e 0
2 2
1 1
4 5 4 0
6 6
7 7
. s . o
9 9
0 0

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

W # @7 Sim
Obter o vértice de menor grau no subgrafo induzido por W

3 ®

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

Colorirvcom a cor i

3

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

W — W - {v} - N(v)

U« U-{v}
3 3
2 2
1 1
4 > 4 >
6 6
7 7
8 ®
y W O
9 9
0 0

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

Por ultimo...
3 3
2 2
1 1
4 R 4 R
6 6
7 3 7
U W
9 9
0 0

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

W — W - {v} - N(v)

U« U-{v}
3 3
2 2
1 1
4 > 4 >
6 6
! 8 ! 8
U w
9 9
0 0

i=1 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

W # @? Nao
| — |+ 1
3 3
2 2
1 1
4 > 4 >
6 6
! 8 4 8
U W
9 9
0 0

i=2 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

U#@7?7 Sim
WU

i=2 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

W # @7 Sim
Obter o vértice de menor grau no subgrafo induzido por W
3 3
2
1 1
4 5
6
! 8
U

i=2 Cores: 1



Algoritmo de Johnson

Colorirvcom a cor i

3

i=2 Cores: 2



Algoritmo de Johnson

W — W - {v} - N(v)
U«—U-{v}

i=2 Cores: 2



Algoritmo de Johnson

Continuando para esse W...

3 3

i=2 Cores: 2



Algoritmo de Johnson

Terminando a execucao...

i=3 Cores: 3



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Johnson

Teorema 3.1: Um grafo k-coloravel possui um conjunto
independente o de tamanho [|V|/k1.

Teorema 3.2: Cada vertice v do conjunto independente o
possui [N(v)| =V - T'|V|/kT vizinhos.



Algoritmo de Johnson(G):

1 fe=l.
2 U<« TV.(U éoconjunto de vértices ainda sem cor)

3 Enquanto U # @ faca:

4 W U.
a Enquanto W + @ faca:
6 Seja v o vértice com menor grau no subgrafo induzido por W .
7 Colorir v com a cor i.
8 We—W — {v} — Nv).
9 U«—U- {v}.
10 i—it1.

11 Devolva a coloracéo.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Johnson

10

11

i—1.

U« V.(U é o conjunto de vértices ainda sem cor)

Enquanto U # @ faca:

W—U.

Enquanto w + @ faca:
Seja v o vértice com menor grau ho
Colorir v com a cor i.
We—W - {v} — NQv).
U—U- {v}.

i—i+1.

Devolva a coloragéo.

subgrafo induzido por W .

Seja H este
subgrafo, de
forma que W seja
o conjunto de
vértices de H.

ComoHé
subgrafo de um
grafo k-coloravel,
H também é k-
coloravel.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Johnson

Dos teoremas 3.1 e 3.2, temos que H possui um conjunto
Independente de tamanho pelo menos
|WI/K,
sendo que cada vértice neste conjunto possui grau no maximo
IW| - [W]|/k = |W|(k-1)/k

Logo, o grau minimo de H € no maximo |W|(k-1)/k, e assim,
pelo menos
IW| - [W|(k-1)/k = [W]|/k
vertices estardo em W no comeco da proxima iteracao.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Johnson

O lago interno so termina quando W fica vazio, assim, pelo
menos [log, |[W|1 iteragcbes devem ser executadas:

Iteracdo O: |W|
lteracao 1: |W|/k
lteracdo 2: |W|/k/k = |W|/k?
lteracao 3: |W|/k®
Iteracao n: |W|/K" =1

Para k" = |W]|, precisamos de n = log, |W| iteragoes.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Johnson

Deste modo, no final do laco interno, teremos
{v|veEW A cor(v) =i}| 2 Tlog, |WIT.

Ou seja, o numero de veértices coloridos com a cor i sera pelo
menos [log, |U|1, sendo U o conjunto de vertices sem cor
antes do comeco do laco.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Johnson

Para completar a prova, precisamos analisar o tamanho de U
no comeco de uma iteracao qualquer do lago externo.

Quando |U] 2 [V|/log,|V|, temos que
[og,|U|1 2 log, |U| 2 log, (|V|/log, |V|) > Iogk\/|V| =2 log,|V|.

Assim, o tamanho de U diminui pelo menos 72 log, |V| a cada
iteracao. Desta maneira, quando |U| se tornar menor que
|V|/log,|V], o algoritmo nao tera usado mais do que 2|V|/log, |V|
cores.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Johnson

Para completar a prova, precisamos analisar o tamanho de U
no comeco de uma iteracao qualquer do lago externo.

Quando |U]| < |V|/log,|V], € claro que o algoritmo utilizara no
maximo [V|/log, |V| cores. Segue entao que o algoritmo de
Johnson utiliza no maximo 3|V|/log, |V| cores.

Para o nosso caso, k=3, portanto o algoritmo de Johnson usa
no maximo 3|V|/log,|V| cores.



Algoritmo de Wigderson

Teorema 4.1: Para um grafo 3-coloravel, a vizinhanga de
cada vertice pode ser colorida com duas cores.

Teorema 4.2: Qualquer grafo cujo vértice de maior grau é
A(G) pode ser colorido com no maximo A(G)+1 cores em

tempo polinomial.

Teorema 4.3: Todo grafo bipartido pode ser colorido em
tempo polinomial.



Algoritmo de Wigderson

Instancia de exemplo




Algoritmo de Wigderson

Coloracao o6tima




Algoritmo de Wigderson

Cores: 0



Algoritmo de Wigderson

i=1 Cores: 0



Algoritmo de Wigderson

Obter o subgrafo H induzido da vizinhanga do vértice de
maior grau e colorir com as cores | € i+1

i=1 Cores: 2



Algoritmo de Wigderson

Colorir o vértice de maior grau com a cor i+2

i=1 Cores: 3



Algoritmo de Wigderson

| «— 1+ 2

i=3 Cores: 3



Algoritmo de Wigderson

Remove, do grafo G, o vértice de maior grau e seu vizinhos

i=3 Cores: 3



Algoritmo de Wigderson

Remove, do grafo G, o vértice de maior grau e seu vizinhos

3

i=3 Cores: 3



Algoritmo de Wigderson

AG) = [V 7P

i=3 Cores: 3



Algoritmo de Wigderson

Colorir os vértices restantes com A(G)+1 cores

3

i=3 Cores: 3



Algoritmo de Wigderson

Colorir os vértices restantes com A(G)+1 cores

3

i=3 Cores: 6



Algoritmo de Wigderson

Resultado

i=3 Cores: 6



Algoritmo de Wigderson(G):

3 Enquanto A(G) >Tr1 faga:

4 Seja v um vértice com o maior grau em G.

b H < o subgrafo de G induzido por N (v).

6 Colorir H comduascores i e i+ 1.

Y§ Colorir v comacor i+2.

8 i—i+2.

9 G < o subgrafo de G sem os veértices N (v) U {v}.

10 Colorir o grafo G com no maximo A(G) + 1 cores usando o teorema 5.2.

11 Devolva a coloracéo.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Wigderson

1T n—|V].

2 i—1.

3 Enquanto A(G) >Tr1 faga:

4 Seja v um vértice com o0 maior grau em G.

b H < o subgrafo de G induzido por N (v).

6 Colorir H comduascores i e i+1.

s Colorir v comacor i+2.

8 i—i+2.

9 G «— o subgrafo de G sem os vértices N (v) U {v}.

10 Colorir o grafo G com no maximo A(G) + 1 cores usando o teorema 5.2.

11 Devolva a coloracgéao.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Wigderson

1 ne—|V].

2 i—1.

3 Enquanto A(G) >Tr1 faga:

4 Seja v um vértice com o0 maior grau em G.

5 H «— o subgrafo de G induzido por N (v). Para cada iteracao
6 Colorir H comduascores i e i+1. 0 UEEIREE A GRS
s Colorir v comacor i+2.

8 i—i+2.

9 G «— o subgrafo de G sem os vértices N (v) U {v}.

10 Colorir o grafo G com no maximo A(G) + 1 cores usando o teorema 5.2.

11 Devolva a coloracgéao.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Wigderson

1 n—|V].
2 i+—1.
3 Enquanto A(G) >Tr1 faga:
4 Seja v um vértice com o0 maior grau em G.
b H < o subgrafo de G induzido por N (v).
6 Colorir H comduascores i e i+1.
7 Colorir v comacor i +2.
8 i—i+2.
9 G «— o subgrafo de G sem os vértices N (v) U {v}.
10 Colorir o grafo G com no maximo A(G) + 1 cores usando o teorema 5.2.

11

Devolva a coloracéo.

Linhas 3 até 9 sao
executadas no
maximo
\'n vezes



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Wigderson

1 ne—|V].
2 i—1.
3 Enquanto A(G) >Tr1 faga:
4 Seja v um vértice com o0 maior grau em G.
b H < o subgrafo de G induzido por N (v). Serio usadas no
6 Colorir H comduascores i e i+1. maximo
2\n cores
s Colorir v comacor i+2.
8 i—i+2.
9 G «— o subgrafo de G sem os vértices N (v) U {v}.

10 Colorir o grafo G com no maximo A(G) + 1 cores usando o teorema 5.2.

11 Devolva a coloracgéao.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Wigderson

1 n—|V].

2 i<1.
3 Enquanto A(G) >Tr1 faga:

4 Seja v um vértice com o0 maior grau em G. Quando o grafo tiver
5 IT — o subgrafo de G induzido por N(v). vértices com grau

menor que Vn,

6 Colorir H comduascores i e i+ 1. eles serio coloridos
7 Colorir v comacor i+2. com no maximo

3 T A(G)+1 cores

9 G < o subgrafo de G sem os veértices N (v) U {v}.

10 Colorir o grafo G com no maximo A(G) + 1 cores usando o teorema 5.2.

11 Devolva a coloracgéao.



Prova da Aproximacao do Algoritmo de Wigderson

10

11

n<—|V].
i—1.
Enquanto A(G) > \r1 faga:
Seja v um vértice com o0 maior grau em G.
H «+ o subgrafo de G induzido por N (v).
Colorir H comduascores i e i+ 1.
Colorir v comacor i+2.
is—I+2.
G < o subgrafo de G sem os veértices N (v) U {v}.
Colorir o grafo G com no maximo A(G) + 1 cores usando o teorema 5.2.

Devolva a coloracéo.

Assim, o algoritmo
de Wigderson, para
colorir um grafo 3-
coloravel, emprega
no maximo 3\n
cores



Implementacao

Os algoritmos de Johnson e Wigderson podem ser implementados com
complexidade linear

Acesso em tempo constante ao vértice de menor ou maior grau logo apos a
remocao de vértices e arestas do grafo




Implementacao

Os algoritmos de Johnson e Wigderson podem ser implementados com
complexidade linear

Acesso em tempo constante ao vértice de menor ou maior grau logo apos a
remocao de vértices e arestas do grafo

do d1 - — | dA(G)




Implementacao

Os algoritmos de Johnson e Wigderson podem ser implementados com
complexidade linear

Acesso em tempo constante ao vértice de menor ou maior grau logo apos a
remocao de vértices e arestas do grafo

do d1 —— _ — | 4A(@G)




Implementacao

Os algoritmos de Johnson e Wigderson podem ser implementados com
complexidade linear

Acesso em tempo constante ao vértice de menor ou maior grau logo apos a
remocao de vértices e arestas do grafo

V1 &Grau Vizinhos
V2
V3
do d1 — .. —1 | dA(G)
Vn v V3 | - —]| Vi




Resultados

Vértices (|V]) Arestas (|E|)

500 3318 £ 31.7 5
1000 6651 £ 92.5 5
1500 14952 +130.8 5
2000 26562 +115.9 5
2500 41532 £ 127.2 5
3000 44926 £ 125.4 5
3500 48992.8 £ 200 5
4000 64033 £ 258.2 5
4500 67581 £ 242.4 5
5000 83531 £ 223.7 5




Resultados

Comportamento tedrico dos algoritmos
200

— Johnson
— Wigderson
150
100
11|
]

10 a0 100 500

Numero de vérices



Resultados

Algoritmo de Johnson
800

— Johnson
— Johnson
Tedrico
GO0
iy
e
]
LA}
3K}
=]
o 4010
g
=
200

D I — — .|

200 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Numero de venices



Resultados

Hamero de cores

240

180

120

60

Algoritmo de Widgerson

— Wigderson

— Wigderson
Tedrico

e —

1000 2000 3000 4000 5000

HNiumero de vertices



Resultados

HNumero de cores

80

60

40

20

Johnson VS Wigderson

— Johnzon
— Wigderson

T_,———-'-r—

—

1000

2000 3000

Niumero de véernices

4000

2000



Resultados

Tempo de processamento dos algoritmos
600

— Johnsan
= Wigderson
450
=
E
a 300
(=3
;
[
150
0

1000 2000 3000 4000 5000

HNiumero de vénices



Conclusoes

O algoritmo de Wigderson, apesar de possuir uma
garantia de aproximacao melhor que o algoritmo de
Johnson, apresentou, em media, piores resultados de
coloracao.

E importante que uma analise dos algoritmos seja feita
antes da escolha de algum deles, uma vez que confiar
nas garantias de aproximagao nem sempre € a melhor
opcao.

Duvidas?



