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Grafos podem ser ferramentas bastante importantes na modelagem de
alguns problemas.

Formalmente, um grafo G é dado por um par G = (V, A), em que V é um
conjunto de vértices e A é um conjunto de arestas. Uma aresta é um par
(u,v), com u,v e V.

Em alguns casos, podemos ter valores associados aos vértices ou as arestas
do grafo.

Vamos denotar por ng o niimero de vértices de G e m¢g o nimero de
arestas de G.
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Se o grafo G é orientado, uma aresta (u, v) indica que do vértice u
atingimos o vértice v.

Se o grafo G é n3o orientado, uma aresta (u, v) indica que do vértice u
atingimos o vértice v e de v atingimos u.

Nos nossos problemas, a menos que seja dito o contrdrio, usaremos grafos
n3o orientados.
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Representacdo de grafos

Podemos representar de diversas formas. Veremos algumas delas usando o
exemplo de G = (V, A), com

o V={ab,ced};

°o A= {(av b)? (av d)? (b7 C)? (ba d): (C7 e)7 (d7 e)};

@ valor ¢ associado a cada aresta, valendo {1,4,3,2,1,8},

respectivamente.
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Representacdo de grafos - desenho

Podemos usar um desenho:
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Representacdo de grafos - matriz de adjacéncia

A matriz de adjacéncia Mg de G é uma matriz de {0,1}"¢*"¢ definida da
seguinte forma:

Moo — 1, se existe uma aresta do vértice i ao vértice j em G;
Ci 0, caso contrério.
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Representacdo de grafos - matriz de adjacéncia

A matriz de adjacéncia Mg de G é uma matriz de {0,1}"¢*"¢ definida da
seguinte forma:

Moo — 1, se existe uma aresta do vértice i ao vértice j em G;
Ci 0, caso contrério.

No nosso exemplo, a matriz de adjacéncia de G é dada por

a b c d e
01 01 0\ a
1 01 1 01 b
M
Gi 01001/ c
110 01| d
0 01 1 0/ e

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0241 - Intr. Modelagem Matematica 2 de margo de 2019



Algumas definicoes

O grau de um vértice v de um grafo G é denotado por g(v) (ou gg(v)) e
representa o nimero de arestas que “saem’” de v.

No nosso exemplo, g(a) =2 e g(d) = 3.
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Algumas definicoes

O grau de um vértice v de um grafo G é denotado por g(v) (ou gg(v)) e
representa o nimero de arestas que “saem’” de v.

No nosso exemplo, g(a) =2 e g(d) = 3.

Se existe uma aresta (v, v) em G, dizemos que os vértices u e v sdo
vizinhos ou adjacentes.

No nosso exemplo, os vizinhos de e sdo {c,d}. E os vizinhos de b s3o
{a,c,d}.
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Algumas definicoes

Um caminho em um grafo G = (V/, A) é uma sequéncia vértices de V/,
(Viys Viyy -+, Vi) de forma que (v, v;,,,) é uma aresta de G, para
j=1,...k—1. Além disso, ndo pode haver arestas repetidas.

No nosso exemplo, (a, b, d, e) é um caminho. Ja (a, b, €) ndo é um
caminho, porque n3o ha aresta do vértice b ao vértice e.
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Algumas definicoes

Um caminho em um grafo G = (V/, A) é uma sequéncia vértices de V/,
(Viys Viyy -+, Vi) de forma que (v, v;,,,) é uma aresta de G, para
j=1,...k—1. Além disso, ndo pode haver arestas repetidas.

No nosso exemplo, (a, b, d, e) é um caminho. Ja (a, b, €) ndo é um
caminho, porque n3o ha aresta do vértice b ao vértice e.

Um ciclo (ou circuito) em um grafo G = (V, A) é um caminho em que o
vértice inicial é igual ao vértice final.

No nosso exemplo, (a, b, d, a) é um ciclo. E (a, b, c, e, d) também é um
ciclo.
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Problema do Caminho Minimo

Na aula passada terminamos pensando em como modelar o Problema do
Caminho Minimo.

Sem perda de generalidade, podemos pensar que neste problema é dado
um grafo G = (V, A) (neste caso, n3o orientado), com vértices

V = {vi,va,..., Vn}, e custos ¢; para cada aresta (v;, v;) em A. Para
facilitar a notagdo, se existe uma aresta (v;, v;) em A, dizemos que (v}, v;)
também esta em A.

Como esperado, o custo de um caminho é dado pela soma dos custos das
arestas usadas no caminho.

Queremos encontrar um caminho de v; a v, que tenha o menor custo
possivel.
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Problema do Caminho Minimo

Claramente este é um problema importante de ser resolvido na pratica.

Existem muitas variacoes deste problema. Algumas delas s3o:

@ casos em que os custos das arestas podem ser negativos, casos em
que n3o podem;

@ casos em que o grafo é orientado, casos em que n3o é;

@ casos em que deseja-se determinar o caminho de menor custo entre 2
vértices especificos, casos em que deseja-se o caminho de menor custo
entre um dado vértice e todos os outros.

Existem também muitas formas de resolver este problema (e suas
variacdes). Vamos ver algumas delas.
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Modelagem do Problema do Caminho Minimo como um

problema de otimizagao

Uma forma de modelar o Problema do Caminho Minimo como um
problema de otimizacdo é a dada a seguir.

Defina uma varidvel xj; para cada aresta (v;, v;) em A.
A varidvel x;; terd valor 1 caso v; e v; aparecam nesta ordem no caminho
escolhido (ou seja, no caminho escolhido, vai-se do vértice v; para o

vértice v;).

Caso contrario, x;; tera valor 0.
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Funcao objetivo

Com essas variaveis definidas, o objetivo passa a ser minimizar a funcdo

E C,'J'X,'j.

i,jl(v;,\/j)EA
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Restricoes

Agora vamos definir as restricdes do modelo.

A primeira coisa que vamos impor é que haja apenas uma aresta “saindo”
de v; e nenhuma “entrando”.
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Restricoes

Agora vamos definir as restricdes do modelo.

A primeira coisa que vamos impor é que haja apenas uma aresta “saindo”
de v; e nenhuma “entrando”.

Isso pode ser feito com as restricoes

Z xj1:0e Z le:1.

J1(vj;v1) €A Jl(vi,v)€A

Ou ainda,

Z XJ']_ - Z X]_j =—1.

JI(vj;1)eA Jl(vi,v)€eA
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Restricoes

Precisamos também impor que haja apenas uma aresta “chegando” em v,
e nenhuma “saindo”.
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Restricoes

Precisamos também impor que haja apenas uma aresta “chegando” em v,
e nenhuma “saindo”.

Isso pode ser feito com as restricoes
Z xp=1¢e Z Xpj = 0.

Jl(vj,vn)EA Jl(vn,vj)EA
Ou ainda,

Z Xjn — Z Xpj = L.

Jl(vj,va)EA J1(vn,vi)€A
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Restricoes

Precisamos também garantir que as arestas escolhidas formem um
caminho.
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Restricoes

Precisamos também garantir que as arestas escolhidas formem um
caminho.

Uma maneira de fazer isso seria pedindo que, para cada vértice v; que faz
parte do caminho, com excecdo de v; e v, tanto a quantidade de arestas
do caminho que “chegam” em v;, com a quantidade que sai, fosse igual a
1. Mas n3o sabemos de antem3o quais sdo os vértices que fazem parte do
caminho.
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Restricoes

Uma alternativa é impor que, para cada vértice v;, com excecdo de v; e
Vn, a quantidade de arestas do caminho que “chegam” em v; é igual a
quantidade de arestas do caminho que “saem” de v;.
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Restricoes

Uma alternativa é impor que, para cada vértice v;, com excecdo de v; e
Vn, a quantidade de arestas do caminho que “chegam” em v; é igual a
quantidade de arestas do caminho que “saem” de v;.

Note que, mesmo que um vértice ndo faca parte do caminho, isso ainda
deve valer (ja que n3o deveria nem “chegar” e nem “sair" nenhuma aresta
do caminho nesses vértices).
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Restricoes

Uma alternativa é impor que, para cada vértice v;, com excecdo de v; e
Vn, a quantidade de arestas do caminho que “chegam” em v; é igual a
quantidade de arestas do caminho que “saem” de v;.

Note que, mesmo que um vértice ndo faca parte do caminho, isso ainda
deve valer (ja que n3o deveria nem “chegar” e nem “sair" nenhuma aresta
do caminho nesses vértices).

Apenas com essa restricdo, poderia acontecer de um vértice ter varias
arestas do caminho “chegando” (e a mesma quantidade “saindo”).
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Restricoes

Uma alternativa é impor que, para cada vértice v;, com excecdo de v; e
Vn, a quantidade de arestas do caminho que “chegam” em v; é igual a
quantidade de arestas do caminho que “saem” de v;.

Note que, mesmo que um vértice ndo faca parte do caminho, isso ainda
deve valer (ja que n3o deveria nem “chegar” e nem “sair" nenhuma aresta
do caminho nesses vértices).

Apenas com essa restricdo, poderia acontecer de um vértice ter varias
arestas do caminho “chegando” (e a mesma quantidade “saindo”).

Mas, como estamos minimizando o custo das arestas usadas no caminho,
isso ndo ird acontecer.
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Restricoes

Esta restricdo pode ser escrita da seguinte forma

Z Xj,'— Z X,'J'ZO,

Jl(vj,vi)EA Jl(vi,v)EA

para todo i =2,...,n— 1.
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Modelo completo

Assim, nosso modelo fica:

Minimizar Zi,j\(v,-,vj)eA CijXij

sujeita @ D i, v)ea X T D jl(vy)ea Xt = — L
D\ va)eAXin = 2 jl(vay)ea Xnj = L,
2jl(gw)eaXi = LjlvipyeaXi =0 T=2n =1,
xjj € {0,1}, Vi, jl(vi,vj) € A.
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Para o nosso exemplo de grafo, suponha que estamos interessados em
encontrar o caminho de menor custo de a até e.

Neste caso, as variaveis s30 Xap, Xpa, Xadr Xdar Xber Xebr Xbdr Xdbr» Xcer Xec
Xde, Xed- E 0 modelo é

Minimizar Xxap + Xpa + 4Xad + 4Xda + 3Xpe + 3Xch + 2Xpg + 2Xdp+
Xce + Xec + 8Xgde + 8Xed

sujeita @ Xap + Xad — (Xba + Xda) = —1,
Xce + Xde — (Xec + Xed) = 1,
Xab + Xcb + Xdb — (Xba + Xpe + de) =0,
Xpe + Xec — (ch + Xce) =0,
Xad + Xbd + Xed — (Xda + Xdb + Xde) =0,

Xaby Xbas Xad s Xdas Xbcy Xcby Xbd s Xdbs Xce s Xecy Xde s Xed S {07 1}
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Algoritmos para resolver o problema

Para encontrar uma solucdo para o modelo, ha varios métodos.

Uma possibilidade é usar um programa ja implementado que resolve
problemas de Programacdo Linear Inteira (PLI) de maneira exata (ou seja,
garante que a solu¢do encontrada é 6tima, quando ela existe.

Existem varios destes programas disponiveis, tanto comerciais como livres.
Alguns exemplos sdo o CPLEX, Gurobi, SCIP, GLPK, dentre outros.

Para este modelo em particular, é possivel mostrar que relaxando as
restricdes x; € {0,1} para 0 < x;; < 1, a solugdo étima sempre tem
valores 0 ou 1 para as varidveis, para qualquer instdncia do problema. Por
isso, programas que resolvem problemas de Programagdo Linear (PL), que
sdo mais eficientes do que programas para resolver PLI, podem ser usados.
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Algoritmos para resolver o problema

Usando o OpenSolver, no Google SpreadSheets, obtemos, para o nosso
exemplo, a solucdo étima X, = Xpec = Xce = 1 € 0 restante das varidveis
valendo 0. O valor da func¢io objetivo nesta solucdo é 5.
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Algoritmos para resolver o problema

Usando o OpenSolver, no Google SpreadSheets, obtemos, para o nosso

exemplo, a solucdo étima X, = Xpec = Xce = 1 € 0 restante das varidveis
valendo 0. O valor da func¢io objetivo nesta solucdo é 5.

Isso significa que o caminho minimo de a até e é dado pelos vértices
(a, b, c,e) e o custo é 5.

a
\
s p—2 ¢
2
1
d 8

(S
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Algoritmos para resolver o problema

Para este exemplo, em particular, é facil ver que a solugdo obtida é étima.
Mas, em casos gerais, isso ndo é simples.

Por isso, esses algoritmos exatos tém toda uma teoria que garante que a
solugdo encontrada (quando existe) é Stima.
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Algoritmo guloso

Uma outra possibilidade para encontrar uma solugdo para o modelo é usar
um algoritmo diretamente no grafo, sem usar um programa de resolve
problemas de otimizac3o.

Uma estratégia simples e bastante intuitiva é um algoritmo guloso (ou
greed, em inglés). Este algoritmo funciona da seguinte forma:
1. Defina w como o vértice v; e defina P como um caminho vazio.
2. Insira w no final de P.
3. Dentre todas as arestas que vao de w para algum vértice que ainda
ndo estd em P, escolha a aresta (w, u) com menor custo Cyy.
Faca w receber receber wu.
Se u for o vértice v,, pare e devolva P como solucdo. Sen3o, volte
para o passo 2.
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Algoritmo guloso

Voltando ao nosso exemplo, vamos executar este algoritmo e ver a solucao
encontrada.

3

a
\
4 b — ¢
/
d 8
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Algoritmo guloso

Primeiramente, selecionamos o vértice a e o colocamos em P.
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Algoritmo guloso

Dentre as arestas que saem de a, a de menor custo é (a, b).
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Algoritmo guloso

Ent3o selecionamos b e o colocamos em P.

4 b —— ¢

/

e
d 8

P = (a, b).
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Algoritmo guloso

Dentre as arestas que saem de b e vao para vértices que n3o estao em P,
a de menor custo é (b, d).

4 b — ¢

a
\
3
/
d e
8

P = (a, b).
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Algoritmo guloso

Ent3o selecionamos d e o colocamos em P.

I~ .
= A

e
d 8

P = (a,b,d).
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Algoritmo guloso

Dentre as arestas que saem de d e vao para vértices que n3o estdo em P,
a de menor custo é (d, e).

a
\
3
4 b ———— ¢
2

1
d
8

(S

P =(a,b,d).
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Algoritmo guloso

Ent3o selecionamos e e o colocamos em P. Como e é o vértice final, o
algoritmo para com P como solug3o.

3

a
\
4 b — ¢
/
d 8

P =(a,b,d,e), com custo 11.
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Algoritmo guloso

Como podemos ver, ndo é garantido que o algoritmo guloso encontre a
solucdo 6tima. No entanto, em alguns casos, ele pode encontrar.

Por exemplo, se no exemplo o custo da aresta (b, c¢) fosse 1, o algoritmo
guloso encontraria a solugdo (a, b, c, €), que seria a 6tima neste caso.

Este algoritmo é um exemplo de heuristica, que encontra uma solu¢do de
forma rapida, mas n3o garante que a solucdo seja 6tima.
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Algoritmo de Dijkstra

Talvez o algoritmo mais conhecido para resolver o Problema do Caminho
Minimo seja o algoritmo de Dijkstra.

Para este algoritmo existe uma demonstracdo que garante que ele sempre
encontra uma solugdo Stima.

Além disso, é um algoritmo “rapido”, ou seja, pode ser executado em
tempo e espac¢o polinomial no tamanho da entrada.

No entanto, ele funciona apenas para grafos com valores de custos
positivos. Para o caso em que had custos negativos, existem outros
algoritmos para resolver o problema, como o Algoritmo de Bellman-Ford,
que também é polinomial, mas n3o tao eficiente como o Algoritmo de
Dijkstra.
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Problema do Caixeiro Viajante

Um outro problema bastante conhecido, que é um pouco parecido com o
Problema do Caminho Minimo, é o Problema do Caixeiro Viajante (ou
Travelling Salesperson Problem, TSP).

Neste problema temos também um grafo, com custos ¢ n3o-negativos
associados as arestas, e queremos encontrar um ciclo (ou circuito) que
passa por todos os vértices exatamente uma vez (também chamado de
ciclo hamiltoniano), de forma que o custo do ciclo seja minimo.
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b c a b c d e f

al- 1 2 3 1 2

/ \ b1 - 7 1 4 3

5 q c|l2 7 - 3 11
dj{3 1.3 - 81

\ / ell 4 1 8 - 2
f12 3 1 1 2 -
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b c a b c d e f

a|- 1 2 3 1 2

M\ b|1 - 7 1 4 3
3 q c|2 7 - 3 1 1
d{3 1 3 - 81

f12 3 1.1 2 -

O ciclo étimo ¢ dado por (a, b, d, f,c, e, a), com custo 6.

Neste caso, é facil ver que ele é 6timo, porque o custo de todas arestas é
maior ou igual a 1 e ha 6 arestas no ciclo. Além disso, este € o Unico ciclo
com custo 6.
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Problema do Caixeiro Viajante

Como no caso do Problema do Caminho Minimo, ha diversas variaces do
Problema do Caixeiro Viajante. Algumas delas s3o:

@ Muitas vezes, o grafo considerado neste problema é completo, ou
seja, existem arestas para todo par de vértices do grafo. Este é o caso
do grafo do exemplo anterior.

@ Em alguns casos os custos nas arestas satisfazem a desigualdade
triangular, ou seja, para todo conjunto de 3 vértices u, v e w,
c(u,v) < c(u,w) + c(w, v). Chamamos esta variagdo do problema
de Problema do Caixeiro Viajante Métrico.

No exemplo anterior, isso ndo acontece. Note que
c(a,d)=3>1+4+1=c(a,b)+ c(b,d).
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Problema do Caixeiro Viajante

@ Em alguns casos o grafo é orientado e o custo de uma aresta que vai
de u a v pode ser diferente do custo de v a u.

Neste caso o problema é conhecido como Problema do Caixeiro
Viajante Assimétrico.

2 de margo de 2019 38/40

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0241 - Intr. Modelagem Matemadtica



Problema do Caixeiro Viajante

Em muitos casos o custo em cada aresta (u, v) representa a distancia do
vértice u ao vértice v.

A aplicacdo mais comum do TSP é o caso em que os vértices representam
cidades, as arestas representam estradas que ligam as cidades e os custos
das arestas representam o comprimento dessas estradas. O objetivo é
passar por todas as cidades exatamente uma vez e voltar para a cidade de
origem, de modo que a distancia total percorrida seja a menor possivel.

Este é um problema muito importante para a Ciéncia da Computacio e a
area de Otimizagdo. Muitas informagdes e curiosidades podem ser
encontradas aqui: http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/index.html.
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Exercicio

Existem muitos problemas que, quando escritos usando grafos, podem ser
vistos como uma variacdo do Problema do Caixeiro Viajante.

Pesquise esses problemas e apresente para a turma. Problemas diferentes e
descritos claramente ira valer pontos.
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