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Modelagem

A Modelagem Matematica é um processo através do qual,
a partir de um problema e de dados da realidade, é obtido um
modelo matematico.
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Modelagem

A Modelagem Matematica é um processo através do qual,
a partir de um problema e de dados da realidade, é obtido um
modelo matematico.

A resolucdo do modelo obtido, através da teoria matemadtica e
aplicacdo de suas técnicas, leva as solugdes, que devem ser testa-
das de modo a constatar a adequacao das mesmas aos dados do
problema que deu origem ao processo.
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Modelagem

A Modelagem Matematica é um processo através do qual,
a partir de um problema e de dados da realidade, é obtido um
modelo matematico.

A resolucdo do modelo obtido, através da teoria matemadtica e
aplicacdo de suas técnicas, leva as solugdes, que devem ser testa-
das de modo a constatar a adequacao das mesmas aos dados do
problema que deu origem ao processo.

Muitas vezes é necessario aperfeicoar o modelo, de modo a
obter uma solugdo mais préxima da realidade.
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Modelagem

A modelagem de uma situacdo ou problema real pode ser
simplificada no seguinte esquema:
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1) Experimentacao:
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Modelagem

A modelagem de uma situacdo ou problema real pode ser
simplificada no seguinte esquema:

1) Experimentacdo: obten¢do de dados experimentais que ajudam
na compreensao do problema, na modificacdo e na decisdo de sua
validade.
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Modelagem

A modelagem de uma situacdo ou problema real pode ser
simplificada no seguinte esquema:

1) Experimentacdo: obten¢do de dados experimentais que ajudam
na compreensao do problema, na modificacdo e na decisdo de sua

validade.

2) Abstracao:
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A modelagem de uma situacdo ou problema real pode ser
simplificada no seguinte esquema:

1) Experimentacdo: obten¢do de dados experimentais que ajudam
na compreensao do problema, na modificacdo e na decisdo de sua
validade.

2) Abstragao: processo de selegdo das varidveis essenciais e for-
mulacdo em linguagem natural do problema ou da situagao real.
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A modelagem de uma situacdo ou problema real pode ser
simplificada no seguinte esquema:

1) Experimentacdo: obten¢do de dados experimentais que ajudam
na compreensao do problema, na modificacdo e na decisdo de sua
validade.

2) Abstragao: processo de selegdo das varidveis essenciais e for-
mulacdo em linguagem natural do problema ou da situagao real.

3) Resolugao: o modelo é montado quando se substitui a linguagem
natural por uma linguagem matematica.
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Modelagem

4) Validagao:
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Modelagem

4) Validagdao: comparagdo entre a solugdo obtida via resolu¢do do
modelo matemdtico e os dados reais.
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Modelagem

4) Validagdao: comparagdo entre a solugdo obtida via resolu¢do do
modelo matemdtico e os dados reais.

5) Modificagao:
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Modelagem

4) Validagdao: comparagdo entre a solugdo obtida via resolu¢do do
modelo matemdtico e os dados reais.

5) Modificagdo: caso o grau de aproximacdo entre os dados reais e a
solu¢ao do modelo nao seja aceito, deve-se modificar as varidveis,
ou lei de formacdo do problema, e com isso o préprio modelo
original é modificado e o processo se inicia novamente.
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Modelagem

4) Validagdao: comparagdo entre a solugdo obtida via resolu¢do do
modelo matemdtico e os dados reais.

5) Modificagdo: caso o grau de aproximacdo entre os dados reais e a
solu¢ao do modelo nao seja aceito, deve-se modificar as varidveis,
ou lei de formacdo do problema, e com isso o préprio modelo
original é modificado e o processo se inicia novamente.

6) Aplicagao:
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Modelagem

4) Validagdao: comparagdo entre a solugdo obtida via resolu¢do do
modelo matemdtico e os dados reais.

5) Modificagdo: caso o grau de aproximacdo entre os dados reais e a
solu¢ao do modelo nao seja aceito, deve-se modificar as varidveis,
ou lei de formacdo do problema, e com isso o préprio modelo
original é modificado e o processo se inicia novamente.

6) Aplicagdao: a modelagem eficiente permite fazer previsdes, tomar
decisoes, explicar e entender.
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Equacgdes Diferenciais

Equacodes Diferenciais
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Equacgdes Diferenciais

As palavras diferencial e equacdes obviamente sugerem a reso-
lugdo de algum tipo de equag¢do envolvendo derivadas.
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Equacgdes Diferenciais

As palavras diferencial e equacdes obviamente sugerem a reso-
lugdo de algum tipo de equag¢do envolvendo derivadas.

Definicao: Uma equacdo que contém as derivadas ou diferenciais
de uma ou mais varidveis dependentes, em relacdo a uma ou mais
varidveis independentes, é chamada de equacao diferencial.
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Equacgdes Diferenciais

Exemplos:
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Equacgdes Diferenciais

Exemplos:
dy
a) — — Ty = 5cos(t) (v = y(1))
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Equacgdes Diferenciais

Exemplos:
y . _
a) — — Ty = 5cos(t) (y = (1))
)Y Y 50 (=)
dx3 dx - y =y
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Equacgdes Diferenciais

Exemplos:
d
a) > —Ty=5cos(t) (v =y(t)
)Y 6 ys—0  (y=y(x)
dx3 dx - y=rix
0u  d%u ou
C)@:@—QE (u=u(x, 1))
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Modelagem

Exemplos de Modelos Matematicos
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Modelagem

Exemplo 1: Absorcao de Alcool: Risco de Acidentes.
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Modelagem

Exemplo 1: Absorcao de Alcool: Risco de Acidentes.

e 0 nivel de dlcool no sangue de uma pessoa pode se elevar brus-
camente, prejudicando sua capacidade de processar informagdes.
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Modelagem

Exemplo 1: Absorcao de Alcool: Risco de Acidentes.

e 0 nivel de dlcool no sangue de uma pessoa pode se elevar brus-
camente, prejudicando sua capacidade de processar informagdes.

e para evitar problemas causado pelo dlcool, a concentracido
alcodlica n3o deve ultrapassar o limite de 0,055%.
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Modelagem
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Modelagem

Experimentacao:
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Modelagem

Experimentacao: A taxa de variacdo do niimero de acidentes é
proporcional aos acidentes ocorridos.
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Modelagem

Experimentacao: A taxa de variacdo do niimero de acidentes é
proporcional aos acidentes ocorridos.

Abstracao:
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Modelagem

Experimentacao: A taxa de variacdo do niimero de acidentes é
proporcional aos acidentes ocorridos.

Abstracao: escolha das varidveis:
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Modelagem

Experimentacao: A taxa de variacdo do niimero de acidentes é
proporcional aos acidentes ocorridos.

Abstragdo: escolha das varidveis: R (risco relativo de ter um
acidente automobilistico) e b (nivel de dlcool no sangue).
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Modelagem

Experimentacao: A taxa de variacdo do niimero de acidentes é
proporcional aos acidentes ocorridos.

Abstragdo: escolha das varidveis: R (risco relativo de ter um
acidente automobilistico) e b (nivel de dlcool no sangue).

Resolucao: Formulacdo matematica:
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Modelagem

Experimentacao: A taxa de variacdo do niimero de acidentes é
proporcional aos acidentes ocorridos.

Abstragdo: escolha das varidveis: R (risco relativo de ter um
acidente automobilistico) e b (nivel de dlcool no sangue).

dR
Resolucao: Formulacdo matematica: P kR, k > 0 (cons-

tante).
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Modelagem

Experimentacao: A taxa de variacdo do niimero de acidentes é
proporcional aos acidentes ocorridos.

Abstragdo: escolha das varidveis: R (risco relativo de ter um
acidente automobilistico) e b (nivel de dlcool no sangue).

dR
Resolucao: Formulacdo matematica: P kR, k > 0 (cons-

tante).

Condicao inicial: Supondo que com nivel zero de dlcool no sangue
a probabilidade de um acidente é 1%.
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Modelagem

Experimentacao: A taxa de variacdo do niimero de acidentes é
proporcional aos acidentes ocorridos.

Abstragdo: escolha das varidveis: R (risco relativo de ter um
acidente automobilistico) e b (nivel de dlcool no sangue).

dR
Resolucao: Formulacdo matematica: P kR, k > 0 (cons-

tante).

Condicao inicial: Supondo que com nivel zero de dlcool no sangue
a probabilidade de um acidente é 1%.

Solugdo: R(b) = ekb.
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Modelagem

Validade:
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Modelagem

Validade: Para verificarmos a validade, devemos estimar o valor
da constante k.
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Modelagem

Validade: Para verificarmos a validade, devemos estimar o valor
da constante k.

Pelo gréfico, um nivel b = 0,14% de alcool implica em risco de
20% na ocorréncia de um acidente.
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Modelagem

Validade: Para verificarmos a validade, devemos estimar o valor
da constante k.

Pelo gréfico, um nivel b = 0,14% de alcool implica em risco de
20% na ocorréncia de um acidente.

1
0,14

k = In20 = 21, 4.
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Modelagem

Validade: Para verificarmos a validade, devemos estimar o valor
da constante k.

Pelo gréfico, um nivel b = 0,14% de alcool implica em risco de
20% na ocorréncia de um acidente.

1
0,14

k =

In20 = 21, 4.

Portanto,
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Modelagem

Validade: Para verificarmos a validade, devemos estimar o valor
da constante k.

Pelo gréfico, um nivel b = 0,14% de alcool implica em risco de
20% na ocorréncia de um acidente.

1
k = In20 = 21, 4.
0.12 "20=2L
Portanto,
R(b) = e1**.
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Modelagem

Validade: Para verificarmos a validade, devemos estimar o valor
da constante k.

Pelo gréfico, um nivel b = 0,14% de alcool implica em risco de
20% na ocorréncia de um acidente.

k = In20 =21.4
0.12 "%
Portanto,
R(b) 21.,4b
= Se R = 100%, temos b = ﬂ In100 = 0,22. Assim, o modelo

acusa um acidente certo, quando se tem um nivel de 0.22% de
dlcool no sangue.
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Modelagem

Exemplo 2: O formato do tronco de uma palmeira pode ser con-
siderada como uma viga de seccdo circular em posicao vertical.
Suponha que a unica fun¢do do tronco seja suportar-se a si mesmo
e que o material de que é constituido seja uniforme. A resisténcia
de um material para suportar um peso sobre ele é medida pela
pressao limite, isto é, o peso sustentdvel é proporcional a area da
base de suporte. Partindo destas hipdteses, obtenha o perfil que
se pode esperar do tronco da palmeira.
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Exemplo 2: O formato do tronco de uma palmeira pode ser con-
siderada como uma viga de seccdo circular em posicao vertical.
Suponha que a unica fun¢do do tronco seja suportar-se a si mesmo
e que o material de que é constituido seja uniforme. A resisténcia
de um material para suportar um peso sobre ele é medida pela
pressao limite, isto é, o peso sustentdvel é proporcional a area da
base de suporte. Partindo destas hipdteses, obtenha o perfil que
se pode esperar do tronco da palmeira.

Solucao
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Modelagem

Exemplo 2: O formato do tronco de uma palmeira pode ser con-
siderada como uma viga de seccdo circular em posicao vertical.
Suponha que a unica fun¢do do tronco seja suportar-se a si mesmo
e que o material de que é constituido seja uniforme. A resisténcia
de um material para suportar um peso sobre ele é medida pela
pressao limite, isto é, o peso sustentdvel é proporcional a area da
base de suporte. Partindo destas hipdteses, obtenha o perfil que
se pode esperar do tronco da palmeira.

Solucao

Seja p a densidade do material que é formado a palmeira.
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Modelagem

Exemplo 2: O formato do tronco de uma palmeira pode ser con-
siderada como uma viga de seccdo circular em posicao vertical.
Suponha que a unica fun¢do do tronco seja suportar-se a si mesmo
e que o material de que é constituido seja uniforme. A resisténcia
de um material para suportar um peso sobre ele é medida pela
pressao limite, isto é, o peso sustentdvel é proporcional a area da
base de suporte. Partindo destas hipdteses, obtenha o perfil que
se pode esperar do tronco da palmeira.

Solucao

Seja p a densidade do material que é formado a palmeira. Ent3o o
peso suportado pela seccdo de altura h é dado por

ho
/ 21pR?(h)dh,
h

onde R(h) é o raio da secgdo de altura h.
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Modelagem
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Modelagem

Area de sustentacio: wR2(h).
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Modelagem

Area de sustentacio: wR2(h).

ho
krR?(h) = / 21pR?(h)dh
h
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Modelagem

Area de sustentacio: wR2(h).

ho
krR?(h) = / 21pR?(h)dh
h

2k7rR(h)d'Z§7h) = —271pR3(h)
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Modelagem

Area de sustentacio: wR2(h).

ho
krR?(h) = / 21pR?(h)dh
h

dR(h
2k7rR(h)d§7) = —271pR3(h)

R __oR

dh ~ k
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Modelagem

Area de sustentacio: wR2(h).

ho
krR?(h) = / 21pR?(h)dh
h

h) _ 2
dR R
dh k
R(h)
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Modelagem

The Path of the Rear Bike Wheel
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Modelagem

f(x): curva descrita pelo pneu dianteiro.

r(x): curva descrita pelo pneu traseiro.

w: distancia entre os eixos.

xr: distancia entre a Origem e r(x) na dire¢do do eixo Ox.
x¢: distancia entre a Origem e f(x) na dire¢do do eixo Ox.
¥,: a posicao no eixo y do pneu traseiro.

Yf: a posicdo no eixo y do pneu dianteiro.
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Modelagem

f(x): curva descrita pelo pneu dianteiro.

r(x): curva descrita pelo pneu traseiro.

w: distancia entre os eixos.

xr: distancia entre a Origem e r(x) na dire¢do do eixo Ox.
x¢: distancia entre a Origem e f(x) na dire¢do do eixo Ox.
¥,: a posicao no eixo y do pneu traseiro.

Yf: a posicdo no eixo y do pneu dianteiro.

1
X = 5 lxp O — %) - yrxr — ) = )]

1
yi = b0 = x)ve = ve) + yilye = v0)?)
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Equacgodes Diferenciais
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Sejam D C R™! um conjunto aberto e f : D — R" uma fung3o
continua. Considere a equacio diferencial ordinaria:

x' = f(t,x). (%)
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Sejam D C R™! um conjunto aberto e f : D — R" uma fung3o
continua. Considere a equacio diferencial ordinaria:

x' = f(t,x). (%)

Podemos mostrar que x(t) é solu¢do da EDO (x) definida em um
intervalo / satisfazendo a condi¢do x(tp) = xo, (to, X0) € D, se e s6
se x(t) é continua em /, (t,x(t)) € D paratodot €/l e

t

x(t) = x(to) +/ f(s,x(s))ds.

to
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EDOs

Teorema (Teorema de Peano)

Sejam f : D — R" uma fungdo continua e (ty, xp) € D. Entdo o
PVI
x' = f(t,x)

x(to) = xo,

tem pelo menos uma solugao.
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EDOs

Teorema (Teorema de Peano)

Sejam f : D — R" uma fungdo continua e (ty, xp) € D. Entdo o

PVI
x' = f(t, x)
x(to) = xo,

tem pelo menos uma solugao.
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EDOs

Teorema (Teorema de Peano)

Sejam f : D — R" uma fungdo continua e (ty, xp) € D. Entdo o

PVI
x' = f(t, x)
x(to) = xo,

tem pelo menos uma solugao.

t

x(t) = x(to) -l—/ f(s,x(s))ds.

to

Que tipo de integral (7777777
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Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866)
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e f :[a,b] — R continua.
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e f :[a,b] — R continua.

eP={xp=a<x<x<...<Xxp-1< X, = b} uma parti¢do
de [a, b] e denote /; = [xj_1,x;] paracada i=1,2,...,n.
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e f :[a,b] — R continua.

eP={xp=a<x<x<...<Xxp-1< X, = b} uma parti¢do
de [a, b] e denote /; = [xj_1,x;] paracada i=1,2,...,n.

o P = {(/,', ti)}?:ll com t; € [; (i =12 ..., n).
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e f :[a,b] — R continua.

eP={xp=a<x<x<...<Xxp-1< X, = b} uma parti¢do
de [a, b] e denote /; = [xj_1,x;] paracada i=1,2,...,n.

o P = {(/,', ti)}?:ll com t; € I; (i =12,..., n).

e Soma de Riemann Z f(t)(xi — xi—1)-
i=1
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e f :[a,b] — R continua.

eP={xp=a<x<x<...<Xxp-1< X, = b} uma parti¢do
de [a, b] e denote /; = [xj_1,x;] paracada i=1,2,...,n.

o P = {(/,', ti)}?:ll com t; € I; (i =12,..., n).

e Soma de Riemann Z f(t)(xi — xi—1)-
i=1

o |P| = 1T?<Xn{x" — X1}
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e f :[a,b] — R continua.

eP={xp=a<x<x<...<Xxp-1< X, = b} uma parti¢do
de [a, b] e denote /; = [xj_1,x;] paracada i=1,2,...,n.

o P = {(/,', ti)}?:ll com t; € I; (i =12,..., n).

e Soma de Riemann Z f(t)(xi — xi—1)-
i=1

o |P| = 1T?<Xn{x" — X1}
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Ralph Henstock (1923 - 2007) Jaroslav Kurzweil (1926 -)
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e Seja f : [a, b] — R uma fung3o.
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e Seja f : [a, b] — R uma fung3o.

e A fungdo ¢ : [a, b] — (0, +00) é chamada de calibre.
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e Seja f : [a, b] — R uma fung3o.
e A fungdo ¢ : [a, b] — (0, +00) é chamada de calibre.

e Seja P = {(/;, ti)}!_, uma particdo marcada de |[a, b].
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e Seja f : [a, b] — R uma fungdo.

e A fungdo ¢ : [a, b] — (0, +00) é chamada de calibre.
e Seja P = {(/;, ti)}!_, uma particdo marcada de |[a, b].
Dizemos P é d—fina, com I; = [xj_1, x|, se

tel = [X,'_l,X,'] C [t,' — 5(1‘,‘), ti —l—(S(t,')], i=1,2,...,n.

Soma de Riemann S(f,P) Z f(t)(xi — xi—1)-
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Teorema: Se § é um calibre sobre o intervalo [a, b], entdo existe
uma particdo P d—fina de [a, b].
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Teorema: Se § é um calibre sobre o intervalo [a, b], entdo existe
uma particdo P d—fina de [a, b].

Definicdao: f : [a,b] — R é chamada Henstock-Kurzweil in-
tegravel em [a, b], se existe L € R tal que para todo ¢ > 0,
existe uma fungdo calibre § em [a, b] tal que para toda parti¢do
marcada é—fina P = {(/;, t;)}7_; de [a, b] tem-se

| (Z f(t,')(X,' — X,'1)> —L

< €.

b
Notagéo:/ f(x)dx = L.
a
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e R[a, b]: espaco das fun¢des Riemann integraveis em |[a, b].
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e R[a, b]: espaco das fun¢des Riemann integraveis em |[a, b].

e HK]|a, b]: espaco das fun¢des Henstock-Kurzweil integraveis em
[a, b].
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e R[a, b]: espaco das fun¢des Riemann integraveis em |[a, b].

e HK]|a, b]: espaco das fun¢des Henstock-Kurzweil integraveis em
[a, b].

Teorema Se f € HK]|a, b] entdo a integravel de f é unicamente
determinada.
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e R[a, b]: espaco das fun¢des Riemann integraveis em |[a, b].

e HK]|a, b]: espaco das fun¢des Henstock-Kurzweil integraveis em
[a, b].

Teorema Se f € HK]|a, b] entdo a integravel de f é unicamente
determinada.

Teorema Se f € R|a, b] com integral L, entdo f € HK|a, b] com
integral L.
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Teorema Sejam f, g € HK|a, b] e € R. Entéo:
b
a) / af(x)dx—a/ f(x)dx.

/[f + g(x )]dx—/ab ()dx+/abg(x)dx.

b b
c) Se f(x) < g(x) em [a, b], entdo / f(x)dx < / g(x)dx.
d) Se c € [a, b] entdo /b f(x)dx = /C f(x)dx + /b f(x)dx.

e) F continua em [a, b] tal que F'(x) = f(x) a.e. em [a, b]. Entdo

b
f € HK[a,b] e / f(x)dx = F(b) — F(a).
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Lebesgue
integral

Henstock-Kurzweil
Integral

improper

Riemann
integral

Riemann
integral

de Mello Bonotto

Equacdes Diferenciai:




s

e E Riemann integrdvel (imprépria) mas n3o é Lebesgue integravel.

_ sen(x)
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e E Riemann integrdvel (imprépria) mas n3o é Lebesgue integravel.

sen(x)

f(x) =

X

+00 +oo T
/ IF(x)|dx = 400 e / Fx)dx = T
0 0 2

e E Lebesgue integravel mas n3o é Riemann integravel.

g(x) = X[0,1]nQ

Everaldo de Mello Bonotto Equacdes Diferenciais e Aplicacbes



e E Riemann integrdvel (imprépria) mas n3o é Lebesgue integravel.

sen(x)

f(x) =

X

+00 +oo T
/ IF(x)|dx = 400 e / Fx)dx = T
0 0 2

e E Lebesgue integravel mas n3o é Riemann integravel.

g(x) = X[0,1]nQ

h(x) = f(x) + g(x) é Henstock-Kurzweil integrivel.
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Equacoes Diferenciais Generalizadas

dx
— = DF(x,t
dr (x.t)

x(t) = x(to) + /t DF(x(7),s)

to
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FIM

de Mello Bonotto Equacdes Diferenciai:



