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Sistemas de equacdes nao-lineares

Um sistema de equacdes nao-lineares tem a forma

fl(X17X27 '“7Xn)
fa(x1, X2, ..y Xn)

)

0
0,

fo(x1, X2y ey Xn) = 0,

com f; funcdo de R" em R.
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Sistemas de equacdes nao-lineares

Um sistema de equagdes ndo-lineares pode ser representado definindo-se
uma funcdo F : R" — R",

fl(Xl>X2a "'7Xn)

fo(x1, X2, ..., Xn
Flx) = -2( 1, X2 )

fo(X1, X2, .y Xn)

Desta forma, o sistema pode ser escrito como
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O sistema

3X1 — COS(X2X3) —1

3 0
2 ’
x2 —81(x2 +0.1)% + sen(x3) + 1.06 = 0,
e X1 +20X3 4 107;73 0

pode ser escrito na forma F(x) = 0, definindo-se
1
fi(x1, X2, x3) = 3x1 — cos(x2x3) — =,
fa(x1, %2, x3) = x? — 81(x2 + 0.1)? + sen(x3) + 1.06,

10w —3
f},(Xl,Xg,X3) = e 2 4 20x3 + T
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Assim, o sistema pode ser escrito como

fi(x1, x2, x3)
F(x)=F(x1,x2,x3) = | f(x1,x,x3) | =
f3(x1, x2, x3)

3x1 — cos(xox3) — & 0
x2 —81(x2 +0.1)2 +sen(x3) +1.06 | = 0
e 712 4 20x3 + 1073 0
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Informacdes preliminares

Antes de vermos como resolver um sistema de equagdes nao-lineares,
precisamos de algumas informagdes sobre continuidade e diferenciabilidade
de funcdes de R" em R.

Definicao 1: Seja f : D C R" — R. Diz-se que a fun¢do f tem limite L
em Xxg, denotado

lim f(x) =1L,

X—>X0

se, dado qualquer nimero € > 0, existe um 6 > 0 com

|f(x) — Ll <e

sempre que x € D e

0 < [|x — xol| < 0.
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Informacdes preliminares

Qualquer norma pode ser usada na Definicao 1. Uma mudanca de
normas implicard na mudanc¢a do valor de § a ser escolhido, mas a
existéncia de um ¢ independe da norma usada.

Definicdo 2: Sejaf: D C R" — R. A fungdo f € continua em xg € D se
o limite limy_,, f(x) existe e

x“j)@ f(x) = f(xo)-

Além disso, f é continua em um conjunto D, denotado por f € C(D), se f
for continua em cada ponto de D.
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Informacdes preliminares

Definicao 3: Seja F : D C R" — R" da forma

fi(x)

Foo— | P

fn (X)

com f; : R" — R para cada i =1,2,...,n. Definimos

lim F(x)=L=(l,h,...1,)T

X—rX0

se, e somente se, limy_x, fi(x) = I;, para cada i = 1,2, ..., n.

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 18 de setembro de 2013



Informacdes preliminares

Teorema 1: Sejam f: D C R" — R e xp € D. Se todas as derivadas
parciais de f existirem e se existirem constantes 6 > 0 e K > 0 tais que,
sempre que ||x — xo|| < 6 e x € D, tenhamos

<K,

Of (x)
xj

para j=1,2,...,n, entdo a funcdo f é continua em xq.
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Informacdes preliminares

Definicao 4: A funcdo G : D C R" — R" tem um ponto fixo em p € D
se G(p) = p.

O Teorema 2, a seguir, combina as definicGes e teoremas apresentados
até aqui e define um método para encontrar uma solucdo de um sistema
de equacoes nao-lineares, bem como as condices para que o método
convirja. Este método é conhecido com Método Iterativo Linear.
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Método lterativo Linear

Teorema 2: Seja D = {(x1,x0,...,x,) " |ai < x; < bj,i = 1,...,n} para
algum conjunto de constantes ay, ..., an, b1, ..., b,. Suponha que

G : D C R" — R" seja continua, com a propriedade de que G(x) € D,
sempre que x € D. Entdo G tem um ponto fixo em D.
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Método lterativo Linear

Teorema 2 (continuagdo): Suponha, além disso, que todas as funcées

componentes g; de G tenham derivadas parciais continuas e que exista
uma constante K < 1 com

’agi(X) <

Oxj
paratodox € D, j=1,...nei=
definida por

K
R
n
1,...,n. Entdo, a sequéncia {x()}5°

K — ¢ (X(H)) ,

para k > 1 e xg € D arbitrdrio, converge para o tinico ponto fixop € D e

k

Ix* = pllo <

< ol = XD,
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Considere o sistema nao-linear

3X1 — COS(X2X3) — % 0,
x2 —81(x2 +0.1)% + sen(x3) + 1.06 = 0,
e T2 4 20x3 + 022 = 0,

Se, em cada i-ésima equacdo, isolamos a varidvel x;, temos

x1 = 3cos(xox3)+ ¢ = &),
xp = %\/X12+SGH(X3)+ 1.06 - 0.1 = g(x),
o= gpeve - 105 = s
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Seja G : R? — R3 definida por
G(x) = (g1(x1, x2, x3), 82(x1, X2, X3), g3(x1, X2, x3)) .

Usaremos os Teoremas 1 e 2 para mostrar que G tem um Unico ponto
fixo em

D= {(x1,x2,x3) | —1<x<1,i=1,2,3}.
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Para todo x € D, vale que

1 1
lgi(x)| < 5\ cos(xox3)| + 6 < 0.5,

1
&2(x)] = ‘9\/x12 +sen(xz) +1.06 — 0.1] <

1
6\/12 +sen(1) + 1.06 — 0.1 < 0.09,

10m -3 1 107 -3

0.61.
60 — 20 60

— 1 —X1X2
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Portanto, para todo x € D, temos que G(x) € D.

Vamos, agora, calcular os limitantes das derivadas parciais de g1, g» € g3,
quando calculadas em pontos x € D.

Como

O81(x) _ Oga(x) _ Des(x)

8X1 aXQ 8X3 - 0’
temos que, para todo x € D,
0gi1(x) _ 0ga(x) _ 0g3(x) _0
dx1 dxo Ox3 '
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Como

0g1(x)
8X2

1
= —§X3sen(X2X3),

temos que, para todo x € D,

‘8g1(x)

1 1
s < §|X3||Sen(X2X3)| < gsen(l) < 0.281.
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Como

dg1(x)
8X3

1
= —§X2sen(XQX3),

temos que, para todo x € D,

‘8g1(x)

1 1
O < §|X2||Sen(X2X3)| < gsen(l) < 0.281.
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Como

0ga(x) _ X1
0% 94/x2 + sen(x3) + 1.06

temos que, para todo x € D,

’X1| 1
= < < 0.238.
9,/x2 +sen(x3) +1.06 9v0.218

dg2(x)
8X1
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Como

0g2(x) _ cos(x3)
O3 184/x2 + sen(x3) + 1.06

temos que, para todo x € D,

1
- | cos(s) < <0.119.

18(/x2 + sen(x3) +1.06 ~ 18v0.218

9g2(x)
8X3
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Como

8g3(X) _ iXQG_XIXQ,

Ox; 20

temos que, para todo x € D,

L
=20

‘35’3(X)

1
= bole ™ < ~e < 0.14.
1
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Como

8g3(X) _ ine_XIXQ,

Oxp 20

temos que, para todo x € D,

L
=20

‘35’3(X)

1
= bale ™ < ~e < 0.14.
2
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Ou seja, as derivadas de g1, g» e g3 sdo limitadas em D e, pelo
Teorema 1, g1, g» e g3 sdo continuas em D. Consequentemente, a fung¢do
G é continua em D.

Além disso, para todo x € D,

‘ag,(x) < 0.281,

Xj

parai=123e;=123.

Portanto, tomando K = 3 x 0.281 = 0.843, vale a segunda parte do
Teorema 2.
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Exemplo

Do mesmo modo, podemos mostrar que as derivadas parciais %r,(x)
i=1,2,3,j=1,2,3, sdo continuas.

Assim, pelo Teorema 2, temos que G tem um (nico ponto fixo em D. O
que significa que o sistema n3o-linear original tem solucdo.

Note que o fato de o ponto fixo ser (inico ndo quer dizer que o sistema
ndo-linear tenha solugdo unica. Isso porque a definicdo das fun¢des g1, g»
e g3 podem variar.
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Para aproximar o ponto fixo de G em D, usamos x(®) = (0.1,0.1,-0.1)".

Os iterandos s3o gerados usando

1 _ _
Xl(k) =3 cos(xék 1)X§k 1)) + 6’

1 . 2 _
4H29¢Qy10%ﬁm0&10+1%—0L
1 _ =y k-1 107 —3

1 2 — .

(k) _
T 60
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A tabela a seguir mostra os resultados do uso do Método Iterativo Linear.
Os iterandos foram gerados até que a condicdo ||x(k) — x(k=1)|| < 1075
fosse satisfeita.

(X(k))T Hx(k) _ X(k—l)HOO
(0.10000000, 0.10000000, -0.10000000)
(0.49998333, 0.00944115, -0.52310127) 0.423
(0.49999593, 0.00002557, -0.52336331) 9.4 x 1073
)
)
)

(0.50000000, 0.00001234, -0.52359814 2.3 x107*
(0.50000000, 0.00000003, -0.52359847 1.2 x 1073
(0.50000000, 0.00000002, -0.52359877 3.1x10°7

Gl bW NP O X
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