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Aproximac3ao de funcoes por polindmios

Considere, por exemplo, que temos uma tabela com anos e o nimero de
habitantes de um pais em cada um destes anos.

Podemos estar interessados em estimar qual serd a populacdo em um ano
futuro, usando como base os dados da tabela.

Este processo é chamado de interpolacdo.
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Aproximac3ao de funcoes por polindmios

O que fazemos é aproximar uma fun¢do desconhecida (no caso do
exemplo, a quantidade de habitantes em fun¢do do ano) por outra.

Uma classe de fun¢Ges muito usada para aproximar outras fungdes
desconhecidas é a de polindmios.

Primeiramente, é garantido que sempre é possivel aproximar uma funcio
continua por um polindémio. Além disso, polinbmios tém derivadas e
integrais muito faceis de serem calculadas.

A aproximac3o de fungdes por polindGmios é chamada de interpolacao
polinomial.
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Interpolacdo polinomial

Veremos agora como definir polinémios interpoladores a partir de pontos
no plano onde estes polindGmios devem passar.

O problema de encontrar um polindmio de grau um que passa pelos pontos
distintos (xo, o) € (x1,y1) é o mesmo de aproximar uma fun¢do f, para a
qual f(xp) = yo e f(x1) = y1, por um polindmio interpolador de grau um.
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Interpolacdo polinomial

Primeiramente, vamos definir as funcdes

Lo(x) = =% & Li(x) =

X0 — X1 X1 — Xg

Depois, definimos o polindmio

P(x) = Lo(x)f(x0) + Li(x)f(x1).
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Interpolacdo polinomial

Como
LO(XO) =1, LO(Xl) =0, Ll(XO) =0, Ll(Xl) =1,
temos que
P(x0) = 1f(x0) + 0f(x1) = f(x0) = »o
e

P(Xl) = Of(Xo) + 1f(X1) = f(Xl) =",

como gosta riamos.
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Interpolacdo polinomial

P é a Unica reta que passa pelos pontos (xp, yo) € (x1,y1)-
Para generalizar a idéia de interpolagdo linear (ou seja, aproximagao de

fungdes por uma reta), considere a construgdo de um polindmio de grau
no maximo n que passe pelos n+ 1 pontos

(x0, F(x0)), (x1, F(x1)), ey (Xn, F(Xn))-
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Interpolacdo polinomial

Neste caso, precisamos construir uma funcdo L, x(x), para cada
k =0,1,...,n, para a qual vale que L, x(xx) =1 e Lypx(xi) =0, se i # k.

Para que valha que L, «(x;) = 0, se i # k, utilizamos o termo
(x — x0)(x — x1)-oe(x — xk—1) (X — Xkt1)---(X — Xn)

no numerador de L x(x;).
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Interpolacdo polinomial

Para que valha que L, x(xx) = 1, precisamos que o numerador e o
denominador de L, x(x) sejam iguais quando x = xx. Ou seja,

(x — x0)(x — x1)-e(x — xk—1) (X — Xks1)---(X — Xn)
(Xk — Xo)(Xk — X1)...(Xk — kal)(xk — Xk+1)...(Xk — Xn) '

Ln,k(X) =
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Interpolacao polinomial de Lagrange

Uma vez conhecidas as fungdes L, x, um polinémio interpolador é
facilmente determinado.

Este polindmio é chamado de n-ésimo polindmio interpolador de Lagrange
e € definido como descrito no Teorema 1.
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Interpolacao polinomial de Lagrange

Teorema 1: Se xg, x1, ..., X, sd0 n+ 1 nidmeros distintos e f é uma funcio
cujos valores nestes niimeros sdo dados, entdo existe um tnico polinémio
P(x) de grau no maximo n com

f(xk) = P(xk), para k=0,1,...,n.
Este polinémio € dado por
P(x) = f(x0)Lno(x) + ... + f(xn)Lnn(x) = f(xe)Lnk(x), (1)

onde, para cada k =0,1,...,n,

Lo s(x) = (x — x0)(x = xk—1)(X — Xkt1) (X — xp) _ H M

(xk — x0)- (XK — Xk—1)(Xk — Xkt1)---(Xk — Xn)

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 3 de setembro de 2012 11 / 60



Interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Quando n3o houver ddvida quanto ao grau do polinémio, denotaremos
Ln k(x) por Li(x).

Queremos determinar o segundo polindmio interpolador de Lagrange para

a fungdo f(x) = % usando os pontos xg = 2, x; = 2.5 e x» = 4.

Para isto, o primeiro passo é determinar Lo(x), L1(x) e La(x).
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Interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Usando a definicdo vista anteriormente, temos que

Lo(x) = g : ;:;E; : 2; = (x—2.5)(x —4),
_ (x=2x=4 _ (x=2)(x—4)
B = Gsooes-a T ol
(S
Lo(x) = (x —2)(x — 2.5) _ (x —=2)(x — 2.5).

(4 —2)(4—25) 3
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Interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Como

f(x0) = f(2) =05, f(x1)=r(25)=04, f(x2)="r(4)=0.25,

temos que

k=0
(x—=2)(x—4) (x—2)(x—25)_
0.5(x —2.5)(x — 4) — OAT +0.25 3 =

0.05x% — 0.425x + 1.15.
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Interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo
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Interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Usando o polinémio P calculado, podemos estimar o valor da funcio
f(x) =1 em um ponto.

Uma aproximagdo de f(3) = 1 ¢
£(3) ~ P(3) = 0.325.

Precisamos agora de uma estimativa para o erro cometido na aproximacao
de uma fungdo f por um polindmio interpolador P.
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange

Teorema 2: Suponha que xg, X1, ..., Xn S€jam nimeros distintos no
intervalo [a, b] e que f € C"1[a, b]. Entdo, para cada x € [a, b], existe um
nimero §(x) (geralmente conhecido) em (a, b) tal que

(n+1) (£(x
() = P00 + BB ) ). =),

onde P(x) € o polinémio interpolador (1).
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange

Observe que a forma do erro para o polindmio de Lagrange é parecida com
a férmula do erro para o polindmio de Taylor.

O n-ésimo polindmio de Taylor em torno de xg concentra todas as
informagdes conhecidas em xp e possui um termo de erro da forma

FIrD(E(x))

S x0)".
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange

O n-ésimo polindmio de Lagrange utiliza informagées dos nlimeros
distintos xg, X1, --., Xp.

Assim, no lugar do termo (x — Xo)n+1, sua férmula para o erro utiliza o
produto dos n+ 1 termos (x — xg)(x — x1)...(x — x»), ou seja,

FID(E(x))

1y X)) =),
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Suponha que montemos uma tabela com valores da fungdo f(x) = e*
para x € [0, 1].

Suponha que o nimero de casas decimais usadas para cada valor de x seja
d > 8 e que os valores de x estejam espacados igualmente, com distancia
h (ou seja, x; = xj—1 + h).

Qual deve ser o valor de h para que a interpolagdo linear (ou seja, primeiro
polindmio interpolador de Lagrange) gere um erro absoluto de até 10767
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Considere xp, x1, ... 0s nlimeros nos quais f sera calculada.
Tome x € [0,1] e j tal que xj < x < Xj1.

A equacdo do erro na interpolacgdo linear é dada por

(2) (2)
1#09-P0) = | T =)= g0)] = T (g,
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Como a distancia entre dois pontos consecutivos x; e xj+1 é h, temos que
xj = jhexjy1 = (j+ 1)h. Assim,

(2
1#00 — Pl = e jmy - G+ ).

Logo,

1
. L I3 . o <
) = POl = 5 max et max [(x=jh)x=(+1)h)l <

1e max |(x —jh)(x — (j + 1)h)|.

2 x<x<xj11
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Considerando g(x) = (x — jh)(x — (j + 1)h), para jh < x < (j + 1)h,
podemos utilizar o Teorema do Valor Extremo para obter

mx Gemc-GHOm) = max el =g (7 ;) h)]:”z.

X <x<xj1 X <x<xji1 2

Assim, o erro da interpolag3o linear serd limitado por

eh?
£(x) — POl < -
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Ou seja, h deve ser escolhido de forma que

eh?
—_<10°°
8 - )
o que implica que
h<172x1073.

Como h é escolhido de forma que os pontos x; € [0, 1] sejam igualmente
espagados, temos que n = (1 — 0)/h deve ser um nimero inteiro. Uma
escolha para o tamanho de passo seria h = 0.001.
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Vejamos, agora, um exemplo em que a fungdo a ser aproximada é
desconhecida.

A tabela a seguir fornece os valores de uma fung¢ao em varios pontos.

X f(x)
1.0 | 0.7651977
1.3 | 0.6200860
1.6 | 0.4554022
1.9 | 0.2818186
2.2 | 0.1103623
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Vamos comparar as aproximacdes de f(1.5) obtida através de vérios
polinémios interpoladores de Lagrange.

Como 1.5 estd entre 1.3 e 1.6, o polindmio interpolador de grau um mais
adequado é o que utiliza os pontos xp = 1.3 e x; = 1.6.

O valor deste polindmio interpolador de grau um, calculado em 1.5, é dado
por

(15— 1.6) (1.5-1.3)

P1(1.5) = 77— f(1.3) + —————=3f(1.6) =
1(15) (1.3-1.6) (13)+ (1.6 —1.3) ()
Mo 6200860 + MO 4554022 = 0.5102968
(13-16)" (16-13)" o |
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

T
Pontos
Polinomio -~
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Para calcular um polindmio interpolador de grau dois e usa-lo para
aproximar o valor de f(1.5), temos duas boas opg¢des.

Uma é utilizar os pontos xp = 1.3, x; = 1.6 e x, = 1.9, obtendo

~ (1.5-1.6)(1.5—1.9) (1.5 — 1.3)(1.5 — 1.9)

P2(15) = (1.3 —1.6)(1.3 — 1.9) F(L1.3)+ (1.6 — 1.3)(1.6 — 1.9) F(1.6)+
(1.5 — 1.3)(1.5 — 1.6) B
(1.9 —1.3)(1.9 — 1.6) f(1.9) =

(1.5 — 1.6)(1.5 — 1.9) (1.5 —1.3)(1.5 — 1.9)
0.6200860 0.4554022
(13-1.6)(1.3 - 1.9) T 16-13)(1.6-19) *

(1.5 — 1.3)(1.5 — 1.6)
0.2818186 = 0.5112857.
(1.9 - 1.3)(1.9 — 1.6)
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

A outra é utilizar os pontos xg = 1, x; = 1.3 e xp = 1.6, obtendo
P»(1.5) = 0.5124715.

T
Pontos

Polinomio 1 -
Polinomio 2 --------
08 [
*
06 >
04 -
02 [
ok
-0.2 L
0.8 1 12 14 16 18 2 22 24
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Para calcular um polinémio interpolador de grau trés e usa-lo para
aproximar o valor de f(1.5), temos, também, duas boas op¢des.

Uma é utilizar os pontos xp = 1.3, x; = 1.6, xo = 1.9 e x3 = 2.2, obtendo
P3(1.5) = 0.5118302.

A outra ¢é utilizar os pontos xp = 1, x; = 1.3, xo = 1.6 e x3 = 1.9, obtendo
P3(1.5) = 0.5118127.
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

0.9 T
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

O polindmio interpolador de Lagrange de grau quatro utiliza todos os
pontos da tabela e obtém a aproximagdo Ps(1.5) = 0.51182.

Como P3(1.5), P3(1.5) e P4(1.5) coincidem com uma precisio de
2 x 107>, espera-se essa ordem de precis3o para todas as aproximacdes.

Espera-se também que P4(1.5) seja a aproximagdo mais precisa, pois
utiliza mais dados fornecidos.

A funcdo que estd sendo aproximada é a funcdo de Bessel de primeira
espécie e ordem zero, cujo valor em 1.5 é 0.5118277.
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

0.9 T
Pontos
Polinomio 1 -~
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Portanto, as precisoes verdadeiras obtidas s3o:

|P1(1.5) — f(1.5)] ~ 1.53 x 1073
|P2(1.5) — f(1.5)] ~ 5.42 x 1074
|Py(1.5) — f(1.5)] ~ 6.44 x 107*
|P3(1.5) — £(1.5)| ~ 25 x107°
|P3(1.5) — f(1.5)| ~ 1.5 x 107°

|P4(1.5) — £(1.5)| ~ 7.7 x 107°
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Erro da interpolacao polinomial de Lagrange - exemplo

Apesar de P3(1.5) apresentar o menor erro de aproximagdo, sem conhecer
o verdadeiro valor de f(1.5), acreditariamos que a melhor aproximagdo é
dada por P4(1.5).

Neste caso, o termo de erro do polindmio interpolacao de Lagrange nao é
conhecido, ja que ndo dispomos nem da fungdo f, nem de suas derivadas.

Em geral, quando calculamos o polindmio interpolador, de fato, n3o
conhecemos a func3o verdadeira ou suas derivadas.
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Interpolacao polinomial de Lagrange

Esta é uma dificuldade pratica com a interpolacdo polinomial de Lagrange:
como o termo de erro é dificil de ser calculado, n3o é possivel garantir
uma precisao desejada para as aproximag¢des obtidas.

A pratica mais comum é calcular as aproximagdes fornecidas para diversos
polindmio e, entdo, escolher a mais adequada (como feito no exemplo
anterior).

O problema com esta abordagem é que, ao se calcular uma nova
aproximacao, usando um novo polindmio, nenhum calculo é aproveitado.
Vejamos como isto pode ser contornado.
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Interpolacao polinomial de Lagrange

Definicao: Seja f uma fungdo definida em xg, x1, ..., X, € suponha que
my, mo, ..., my sejam k ndmeros inteiros distintos, com 0 < m; < n para
todo i. O polinémio de Lagrange que coincide com f(x) nos k pontos
Xmys Xmys --s Xm,, € denotado por Pmy m, .. m,(X).

Por exemplo, se xo =1, x1 =2, x0 =3, x3 =4, x4 =6 e f(x) = €5, 0
polindmio P12 4(x) é aquele que coincide com xi, x> e x5. Ou seja,

(x=2)(x=3) ¢

C (x=3)(x—6) 5 (x—2)(x—6)
Pr2a(x) = mez T G3-2)(3-0) e (6 —2)(6—-3)
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Interpolacao polinomial de Lagrange

Teorema 3: Seja f definida em xg, x1, ..., xi € sejam x; e x; dois nimeros
distintos neste conjunto. Entao,

P(x) = (x =xj)Poi,. j—1j+1,..k(x) = (x = x))Poa,. . i-1,i+1,. k(X)

(xi — xj)

descreve o k-ésimo polinbmio de Lagrange que interpola f nos k + 1
PONtOS Xp, X1, --vy X -
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Método de Neville

O Teorema 3 implica que os polindmios interpoladores podem ser gerados
de maneira recursiva.

A tabela a seguir mostra como os célculos podem ser feitos. Nesta tabela,
cada coluna depende dos valores da coluna anterior.

Xo | Po= Qoo
x1 | Pr=Qu0 | Pop= Q11
X | Po=Goo | Pro=G21 | Poi2= Q2
x3 | P3=Q30 | Pog=Q31 | Pio3= Q32 | Poi23= @53
X4 | Pa=Qap | Paa= Qa1 | Poza=Quo | Pioza= Qa3 | Poi123

1 1s459,

4= Qa3
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Método de Neville

Este procedimento para calcular os polindmios interpoladores é chamado
de Método de Neville.

Para evitar os subescritos miitiplos de P, denotaremos por Q; j(x),
0 <j < i, o polindmio interpolador de grau j nos (j + 1) ndmeros

Xijis Xi—j41y «eey Xi—1, Xi- Isto é,

Qij = Pi—ji—j+1,.i-1,i-
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Método de Neville - exemplo

Mais uma vez iremos aproximar o valor de 7(1.5) para uma fungdo
desconhecida que tem valores da funcdo em alguns pontos dados na tabela
a seguir.

X f(x)
1.0 | 0.7651977
1.3 | 0.6200860
1.6 | 0.4554022
1.9 | 0.2818186
2.2 | 0.1103623
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Método de Neville - exemplo

Iremos utilizar o Método de Neville para calcular esta aproximacao.

Comoxg=1,x1=13, x =16, x3 =19 e x4 = 2.2, os valores de
Qoo = f(1), Qro=1(1.3), Q0 =f(1.6), @30 =1(1.9) e Qs = f(2.2)
sdo os cinco polindmios de grau zero que aproximam f(1.5).
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Método de Neville - exemplo

Assim, temos a primeira coluna da tabela Q:

X Q@i Rix | Qip | Qiz | Qia
1.0 | 0.7651977

1.3 | 0.6200860
1.6 | 0.4554022
1.9 | 0.2818186
2.2 | 0.1103623
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Método de Neville - exemplo

Para calcular a aproximag¢do usando o primeiro polindGmio de grau um,
temos

(x —x0)Q10 — (x — X1)Qo,o.

Qu1(x) = P
Q1,1(1.5) = (1.5 — x0) @10 — (1.5 — x1)Qo0 _
X1 — X0
(1.5-1)Quo — (1.5 - 1.3)Qoo
1.3-1 -

0.5Q1,0 —0.2Qu0 0.5 x 0.6200860 — 0.2 x 0.7651977

03 03 = 0.5233449.
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Método de Neville - exemplo

Para calcular a aproximag¢do usando o segundo polindmio de grau um,
temos

(15 — X1)Q270 — (15 — X2)Q1,0 _
X2 — X1

@,1(1.5) =

(1.5 — 1.3)0.4554022 — (1.5 — 1.6)0.6200860
16—13

= 0.5102968.

Como 1.5 estd entre 1.3 e 1.6, esperamos que esta seja a melhor
aproximagdo de f(1.5) usando polindmio interpolador de grau um.
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Método de Neville - exemplo

Para calcular a aproximagdo usando o terceiro polindmio de grau um,
temos

15— — (1.5 —
Qs1(15) = ( x2) Q3,0 — ( x3) Q2,0 _
X3 — X2
(1.5 — 1.6)0.2818186 — (1.5 — 1.9)0.4554022
19-1.6

= 0.5132634.
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Método de Neville - exemplo

Para calcular a aproximacao usando o quarto polindmio de grau um, temos

(1.5 — x3) Qa0 — (1.5 — xa) Q30 _

X4 — X3

Q1,1(1.5) =

(1.5 —-1.9)0.1103623 — (1.5 — 2.2)0.2818186

= 0.510427.
22-19 0510
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Método de Neville - exemplo

Assim, temos a segunda coluna da tabela Q:

X Qi Qi1 Qi | Qiz | Qia
1.0 | 0.7651977

1.3 | 0.6200860 | 0.5233449
1.6 | 0.4554022 | 0.5102968
1.9 | 0.2818186 | 0.5132634
2.2 1 0.1103623 | 0.5104270
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Método de Neville - exemplo

Para calcular a aproximag¢do usando o primeiro polindmio de grau dois,
temos

Q2(1.5) = (1.5 — %) @21 — (1.5 — x2) Q11 _

X2 — Xo

(1.5 —1)0.5102968 — (1.5 — 1.6)0.5233449
16-1

= 0.5124715.
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Método de Neville - exemplo

Para calcular a aproximag¢do usando o segundo polindmio de grau dois,
temos

Q32(1.5) = (15— x1)Q31 — (1.5 —x3)Q21 _

X3 — X1

(1.5 — 1.3)0.5132634 — (1.5 — 1.9)0.5102968
1.9-13

= 0.5112857.
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Método de Neville - exemplo

Para calcular a aproximagdo usando o terceiro polindmio de grau dois,
temos

Q472(1.5) _ (15 — X2)Q471 — (15 — X4)Q371 _

X4 — X2

(1.5 — 1.6)0.510427 — (1.5 — 2.2)0.5132634
22-16

= 0.5137361.
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Método de Neville - exemplo

Assim, temos a terceira coluna da tabela Q:

X Qi0 Qi1 Qi2 Qi3 | Qia
1.0 | 0.7651977

1.3 | 0.6200860 | 0.5233449
1.6 | 0.4554022 | 0.5102968 | 0.5124715
1.9 | 0.2818186 | 0.5132634 | 0.5112857
2.2 | 0.1103623 | 0.5104270 | 0.5137361
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Método de Neville - exemplo

Da mesma forma, calculamos a quarta e quinta colunas da tabela Q,
obtendo:

X Qio Qi1 Qi Qi3 Qia
1.0 | 0.7651977
1.3 | 0.6200860 | 0.5233449
1.6 | 0.4554022 | 0.5102968 | 0.5124715
1.9 | 0.2818186 | 0.5132634 | 0.5112857 | 0.5118127
2.2 1 0.1103623 | 0.5104270 | 0.5137361 | 0.5118302 | 0.5118200
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Método de Neville - exemplo

Vejamos agora um exemplo da aplicagdo do Método de Neville para
aproximar uma funcdo conhecida.

A tabela a seguir mostra valores de In(x) para alguns x; dados, com as
casas decimais dadas corretas.

il x| In(x)
0|20 | 0.6931
1]22] 0.7885
2|23 |0.8329
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Método de Neville - exemplo

Utilizando o Método de Neville para aproximar o valor de f(2.1) = In(2.1),
temos

Xi | X — Xx; Q@i Qi1 Qi2
1.0 0.1 | 0.6931
2.2 -0.1 | 0.7885 | 0.7410

2.3 -0.2 | 0.8329 | 0.7441 | 0.7420

N~ O| —.
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Método de Neville - exemplo

Logo, P2(2.1) = 0272 = 0.7420.

Como f(2.1) =In(2.1) = 0.7419 com precisdo de quatro casas decimais, o
erro absoluto é

|f(2.1) — P2(2.1)| = |0.7419 — 0.7420| = 10*.
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Método de Neville - exemplo

No entanto, f/(x) = 1/x, f"(x) = —1/x? e f'(x) = 1/x3. Entdo, a
formula do erro fornece

(2.1) = P2(2.1)] = P”(ia(fl))(x —x0)(x — x1)(x — x2)| =
M(O.l)(—o.l)(—o.z)‘ < 200 _s3x10",

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 3 de setembro de 2012



Método de Neville - exemplo

Note que, nos célculos feitos, o erro excedeu o limitante tedrico.

Isso acontece porque usamos uma precisdo de 4 casas decimais, enquanto
o resultado tedrico pressupde que os calculos sejam feitos em aritmética de
precisdo infinita.
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Interpolacao iterada de Neville: dados os nimeros distintos xg, X1, ..., Xp,
os valores f(xp), f(x1), ..., f(x,) como a primeira coluna Qpo, Q1,0, .., @no
de @ e um nidmero x, calcula a tabela Q tal que P(x) = Qs n, com P(x)
polindmio interpolador de f nos pontos xp, X1, ..., Xpn.

Passo 1: Para i =1,..., n, execute o passo 2:

Passo 2: Paraj=1,...,/, faca

(x=xi—j) Qi j—1—(x=x;))Qi_1,j—1
.. % 2. 2. .
Q’z/ X,'—X,',j

Passo 3: Devolva Q e pare.
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todo de Neville

O algoritmo pode ser modificado a fim de permitir que novas linhas sejam
inseridas na tabela Q.

Isto pode ser feito, por exemplo, até que a desigualdade

|Qii — Qi—1j—1] <,

com € dado, seja satisfeita.
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