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Diferencas divididas

Ja vimos como construir aproximagdes sucessivas para um valor de f(x)
através de polinémios interpoladores de Lagrange com graus cada vez
maiores, usando o Método de Neville.

Veremos agora como construir os polindmios interpoladores de maneira
sucessiva.

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 3 de setembro de 2012 2/39



Diferencas divididas

Suponha que P,(x) seja o n-ésimo polindmio interpolador de Lagrange
p q ) p
que coincide com uma fung¢do f nos pontos xp, X1, ..., Xp.

Embora este polindmio seja (inico, ha diversas formas diferentes de
representa-lo.

As diferencas divididas de f em relacdo a xp, X1, ..., X, S30 usadas para
representar Pp,(x) na forma

Pn(x) = ap+a1(x—xo)+az(x—x0)(x—x1)+...4an(x—x0) (x—x1)...(Xx—Xn—-1),

para constantes adequadas ag, ay, ..., an.
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Diferencas divididas

Para determinar o valor de ag, note que, quando calculamos P,(xp), temos
ap = Pn(x0) = f(x0).
Da mesma forma, calculando P,(x1), temos
f(x0) + a1(x1 — x0) = Pn(x1) = f(x1).

Dai, podemos calcular o valor de as:

_ 1) = %)
! X1 — X0
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Diferencas divididas

Apresentamos, agora, a no¢do de diferenca dividida.

A diferenca dividida de ordem zero da funcdo f em relacdo a x;, denotada
f[xi], é o valor de f em x;:

f[X,'] = f(X,').
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Diferencas divididas

A primeira diferenca dividida da fungdo f em relagdo a x; e xj11, denotada
f[xi, xit+1], é definida como

Flxi, xi1] = M (1)

Xi+1 — Xj

A segunda diferenca dividida da funcdo f em relacdo a x;, xit+1 € Xjt2,
denotada f[x;, xj+1, Xi+2|, € definida como

flxiv1, xip2] — fxi, Xit1]
Xi+2 — Xj

f[Xh Xi+1, Xi+2] =
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Diferencas divididas

Analogamente, depois das k — 1-ésimas diferencas divididas
FXis Xit 1y s Xiph—1] € FIXit1, Xig2, ooy Xigk]

serem calculadas, a k-ésima diferenca dividida com relagdo a
Xiy Xig1y Xi42s eoey Xi+k é dada por

FIXit1, Xig2,s oo Xipie) = FIX05 Xig1, ooy Xigpk—1]
Xi+k — Xj

F X0y Xig1y oos Xikk—1, Xitk] =
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Diferencas divididas

O processo continua até que a tnica n-ésima diferenca dividida

f ey Xn] = F ey X
f[XO)X17-..,Xn] = [Xl’Xz’ ’X"] [X07X17 , Xn 1]

Xp — X0

seja calculada.
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Diferencas divididas

Usando esta notagao, podemos escrever polindmio interpolador como
Pn(x) = fxo] + a1(x — xo0)+
ar(x — x0)(x — x1) + ... + an(x — x0)(x — x1)...(x — Xn_1),

com ay = f[xo, x1, ..., xk], para 0 < k < n.
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Diferencas divididas

Portanto, o polindbmio interpolador pode ser escrito como

Pa(x) = flxo] + Y Flx0, X1, s Xl (x = x0)(x = x1)...(x = x4—1)-
k=1

Note que o valor de f[xp, x1, ..., xk] ndo depende da ordem dos ndmeros
X0y X1y evvy Xk -
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Diferencas divididas de Newton: dados os niimeros distintos

X0s X1, ---, Xn, 0S valores f(xp), f(x1), ..., f(x,) como a primeira coluna
Fo,0, F1,0,-.., Fno de F, calcula a tabela F tal que F;; = f[xo, X1, ..., xi] e
P(x), polinémio interpolador de f nos pontos xg, x1, ..., X,, dado por

P(x) = Y7o Fii TTj=o(x — ).

Passo 1: Para i =1, ..., n, execute o passo 2:

Passo 2: Paraj=1,..../, faca

Fij—1—Fi—1,-1

I:’J = Xj—Xj—j

Passo 3: Devolva F e pare.
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Diferencas divididas de Newton - exemplo

A tabela a seguir fornece os valores de uma fungdo em vdrios pontos:

X f(x)
1.0 | 0.7651977
1.3 | 0.6200860
1.6 | 0.4554022
1.9 | 0.2818186
2.2 | 0.1103623
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Diferencas divididas de Newton - exemplo

A tabela a seguir fornece os valores obtidos aplicando o Método de
diferencas divididas de Newton:

i Xj f[X,'] f[X,',l,X,'] f[X,',2, ...7X,'] f[X,',3, ...,X,'] f[X,',4, ...,X,']
0 1.0 0.7651977
-0.4837057
1 1.3 0.6200860 -0.1087339
-0.5489460 0.0658784
2 1.6 0.4554022 -0.0494433 0.0018251
-0.5786120 0.0680685
3 19 0.2818186 0.0118183
-0.5715210
4 22 0.1103623
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Diferencas divididas de Newton - exemplo

Os coeficientes do polindmio interpolador sdo obtidos usando os elementos
em vermelho da tabela:

P4(x) = 0.7651977 — 0.4837057(x — 1) — 0.1087339(x — 1)(x — 1.3)+

0.0658784(x — 1)(x — 1.3)(x — 1.6)+

0.0018251(x — 1)(x — 1.3)(x — 1.6)(x — 1.9).
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Diferencas divididas de Newton - exemplo

0.9 T
Pontos
Polinomio -~

0.8 |- B

0.7 |- B

05 B

04 | B

0.2 | B

01} * B
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Diferencas divididas de Newton

Se aplicarmos o Teorema do Valor Médio a equagdo (1), para i =0,

f(xa) — f(x)

flxo0,x1] = —

temos que, se f’ existe, entdo f[xg, x1] = /(&) para algum nimero ¢ entre
Xp € X1.

Vejamos uma generaliza¢ao deste resultado.
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Diferencas divididas de Newton

Teorema 1: Suponha que f € C"[a, b] e xp, X1, ..., Xp Sejam nimeros

distintos em [a, b]. Ent3o, existe um nimero £ (geralmente desconhecido)
em (a, b) tal que

()

fx0, X1, .oy Xn] = _
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Diferencas divididas de Newto

A férmula de diferencas divididas de Newton pode ser expressa de maneira

simplificada se os nimeros xp, X1, ..., X, estiverem ordenados e igualmente
espacados.

Denotamos h = xj+1 — xj, para i =0,...,n—1, e x = xg + sh.

Assim, a diferenca x — x; pode ser escrita como (s — i)h.
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Diferencas divididas de Newton

O polindmio interpolador pode ser escrito como
Pn(x) = Pn(xo + sh) = f[xo] + shf[xo, x1]+
s(s — 1)h?Fx0, x1, x2] + ... +5(5 — 1)...(s — n+ 1)h" F[x0, X1, ., Xn] =

Flxol + D s(s = 1)..(s — k + 1)h*F[xo, X1, ..., -
k=1
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Diferencas divididas de Newton

Utilizando a notacdo de coeficiente binomial

( Z)Z 5(5—1)...lf!s—k+1)7

temos que

Po(x) = Pa(x0 + sh) = fxo] + Z ( Z ) KV F[x0, X1, -, xi].
k=1
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Férmula de diferencas progressivas de Newton

Usando a notagdo f(x1) — f(x0) = Af(xp), temos que

flxo, x1] = w - %Af(xo),
f[Xo,Xl,Xz] _ 271h <Af(X1) ; Af(XO)> _ %Azf(x()).
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Férmula de diferencas progressivas de Newton

No caso geral,

1
fx0, X1, ey Xk| = WAkf(xo).

Como f(xp) = f[xo], temos que a férmula de diferencas progressivas de
Newton é dada por

Po(x) = f(x0) + ; < > )Akf(xo).
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Férmula de diferencas regressivas de Newton

Se ordenarmos os pontos interpoladores de maneira reversa,
Xn, Xp—_1, ---, X0, podemos escrever

Pn(x) = fxn] + f[Xn, Xn—1](x — xn)+
f[Xny Xn—1, Xn—2](x — Xn) (X — Xp—1) + ...+

f[Xny Xn—1, -y X0] (X — Xn) (X — Xp—1)...(x — x1).
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Férmula de diferencas regressivas de Newton

Se, além disso, os pontos forem espacados igualmente entre si, com
X =Xp+shex=x;+(s—n—i)h, entdo

Pn(x) = Pn(xn + sh) = f[xn] + shf[xn, Xn—1]+
s(s+ 1)h2f[x,,,x,,_1,x,,_2] + ..+

s(s+1)..(s+n—1)h"f[xp, ..., X0]-
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Férmula de diferencas regressivas de Newton

Definicao 1: Dada uma sequéncia {pn}°>,, definimos a diferenca
regressiva V p, como

Vpn = Pn— Ppn-1-
Poténcias mais altas sdo definidas de forma recursiva por

VEpn = V(V¥1p,).
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Férmula de diferencas regressivas de Newton

Usando a Definicdo 1, temos que
1
f[Xn, Xn—1] = EVf(X")’

1

T V2f(xn)

f[Xna Xn—1, Xn72] =

e, no caso geral,

1
[Xny Xn—1y ooy Xn—k] = vaf(xn).
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Férmula de diferencas regressivas de Newton

Consequentemente, temos

(s+1)

Pa(x) = flxa] + sVF(xn) + ———V?F(xn) + ..+

s(s+1)..(s+n—-1
n!

)97 (x).
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Férmula de diferencas regressivas de Newton

Usando a notacado

-5 —s(—s—1)..(—-s—k+1 s(s+1)...(s+ k-1
( k>: ( )k!( ):(_1)k( )/E! )7

temos
Pao) = bl + (-1 (73 ) W)+ (17 (75 ) PR+t

(—1)"< *,57 >V”f(x,,).
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Férmula de diferencas regressivas de Newton

Isto nos leva a definicdo da férmula de diferencas regressivas de Newton,
dada por

Pa(x) = flxal + 3 _(~1)* < *z > VEF (xn).
k=1

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 3 de setembro de 2012 29 /39



Férmulas de diferencas de Newton - exemplo

A tabela a seguir é a mesma obtida no exemplo anterior apds a aplicagcdo
do Método de diferencas divididas de Newton:

i Xi f[X,'] f[X,'_l, X,'] f[X,'_Q, ceey X,'] f[X,'_3, veey X,'] f[X,'_4, veey X,']
0 1.0 0.7651977
-0.4837057
1 1.3 0.6200860 -0.1087339
-0.5489460 0.0658784
2 1.6 0.4554022 -0.0494433 0.0018251
-0.5786120 0.0680685
3 19 0.2818186 0.0118183
-0.5715210
4 22 0.1103623
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Férmulas de diferencas de Newton - exemplo

Se for necessdria uma aproximagdo para f(1.1), a escolha razoavel para os
pontos seria xp =1, x1 = 1.3, xo = 1.6, x3 = 1.9 e x4, = 2.2, ja que usa o
mais rdpido possivel os nlimeros mais préximos de 1.1, além de usar a
quarta diferenca dividida.

Isso implica que h=03es=

1
3
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Férmulas de diferencas de Newton - exemplo

Assim, a férmula de diferencas divididas progressiva de Newton é usada
com os elementos marcados em vermelho na tabela, obtendo

1 1
Pa(1.1) = Py (1 + (3> 0.3> = 0.7651977 + <3) 0.3(—0.4837057)+

(;) <_§> 0.3%(—0.1087339)+
<;> <—§> (—‘;) 0.33(0.0658784)+
G) <_§) <_§> (_2) 0.3%(0.0018251) = 0.719646.
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Férmulas de diferencas de Newton - exemplo

Para obter uma aproximagdo para f(2), é preferivel utilizar o mais cedo
possivel os valores do fim da tabela.

Para isso, definimos h = 0.3, s = —2 e usamos a férmula de diferencas

3
divididas regressiva de Newton.
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Férmulas de diferencas de Newton - exemplo

Usando os elementos marcados em azul na tabela, obtemos
2 2
Pa(2) = Py <2.2 + (—3) 0.3> =0.1103623 + <—3> 0.3(—0.5715210)+

(;) 0.32(0.0118183)+
)

4
<3> 0.3%(0.0680685)+
) 0.3*(0.0018251) = 0.2238754.

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 3 de setembro de 2012



Férmula de diferencas centradas

Quando desejamos calcular uma aproximacio de f em um ponto que estd
préximo do meio dos nilimeros xg, X1, ..., Xp, as formulas de diferencas
progressiva e regressiva ndo sdo as mais adequadas.

Dafi surge a necessidade de usar férmulas de diferencas centradas.

Existem varias férmulas de diferencas centradas, mas apresentaremos
apenas uma: a Férmula de Stirling.
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Férmula de de Stirling

Usaremos a notacao de xg para o ponto mais préximo do ponto x a ter o
valor de f(x) aproximado, xi, x2, ... para os pontos seguintes a xg €
X_1,X_2,... para os pontos anteriores a xg.

Usando esta notacdo, a Férmula de Stirling é dada por

P,,(X) = P2m+1( )— f[X0]+ (f[X 1,X0]—|—f[X0,X1])—|—S h f[X 1,X0,X1]+

s(s? —1)h
(2)(f[X_2,X_1,X0,X1] + f[X_l,Xo,Xl,XQ]) + ...+

s2(s2 — 1)(s2 — 4)...(5% — (M — 1)2) W2 F[X_ s ovos Xm] +

s(s2 — 2 - m 2m+1
s(s2—1).. (2 Tl mts s er] + F s oo xms1])
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Férmula de de Stirling

Se n = 2m for par, basta eliminar a dltima linha da férmula.
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Férmula de de Stirling - exemplo

Considere a mesma tabela obtida no exemplo anterior pelo Método de
diferencas divididas de Newton:

i Xj f[X,'] f[X,',l,X,'] f[X,',2, ...7X,'] f[X,',3, ...,X,'] f[X,',4, ...,X,']
0 1.0 0.7651977
-0.4837057
1 1.3 0.6200860 -0.1087339
-0.5489460 0.0658784
2 1.6 0.4554022 -0.0494433 0.0018251
-0.5786120 0.0680685
3 19 0.2818186 0.0118183
-0.5715210
4 22 0.1103623
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Férmula de de Stirling - exemplo

Para obter uma aproximagdo para f(1.5), consideramos xg = 1.6, h = 0.3
1
e s = -3

Aplicando a Férmula de Stirling, usando os elementos da tabela marcados
em vermelho, obtemos a aproximacgdo

f(1.5) ~ P4(1.6 4+ (—1/3)0.3) = 0.4554022+
(—1/3)(0.3/2)(—0.5489460 — 0.5786120) + (—1/3)%0.3%(—0.0494433)+

(—1/3)((—1/3)? — 1)(0.3%/2)(0.0658784 + 0.0680685)-+

(=1/3)%((~1/3)® — 1)0.3*(0.0018251) = 0.51182.
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