Solucdo numérica de Equacgdes Diferenciais Ordindrias:

Método de Euler

Marina Andretta/Franklina Toledo
ICMC-USP

29 de outubro de 2013

Baseado nos livros: Andlise Numérica, de R. L. Burden e J. D. Faires; e
Cdlculo Numérico, de S. Arenales e A. Darezzo.

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 29 de outubro de 2013 1/33



Um exemplo do uso de equacoes diferenciais ordinarias

Sabemos que, em condi¢cdes normais, uma populacdo de uma certa
localidade cresce a uma taxa proporcional ao nimero de individuos.

Sabe-se que apds dois anos a populacdo é o dobro da populacgio inicial e
apos trés anos é de vinte mil individuos.

A questdo é: qual o nimero de individuos da populacdo dessa localidade?
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Um exemplo do uso de equacoes diferenciais ordinarias

Este problema pode ser resolvido da seguinte maneira.

Considere:

e N = N(t) o ndmero de individuos no instante t;

e No = N(tp) o nimero de individuos no instante tp.

Como a taxa de variacdo da populacdo é proporcional ao nimero de
individuos, temos que
dN
— = KN
dt '

com K uma constante de proporcionalidade.
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Um exemplo do uso de equacoes diferenciais ordinarias

Note que

dN

— = KN
dt

é uma equacao diferencial ordindria, pois relaciona a varidvel N e sua
derivada com relagao ao tempo.

A solucao analitica desta equacao é dada por

N(t) = cekt,
ja que sua derivada é

dN
— (0= Kcekt = KN(t).
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Um exemplo do uso de equacoes diferenciais ordinarias

Para encontrar a fungdo N(t), que fornece o nimero de individuos da
populacdo em relagdo ao tempo, precisamos calcular os valores de ¢ e K.

Como

N(t) = cekt
e, para t =0, N(0) = Ny, temos que ¢ = Np.
Ent3o,

N(t) = Noekt.
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Um exemplo do uso de equacoes diferenciais ordinarias

Sabemos que a populagdo dobra em 2 anos, ou seja, para t = 2, temos
N(2) =2Ny =
N(2) = Noe?K = 2Ny =

K ~ 0.3466.
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Um exemplo do uso de equacoes diferenciais ordinarias

Portanto, temos que

N(t) — NOeO.3466t.

Sabemos que, para t = 3, a populacio € igual a 20.000 individuos. Assim,

N(3) = Npe®345G) = 20.000.

Portanto, Ny = 7070.5076.
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Um exemplo do uso de equacoes diferenciais ordinarias

Assim, a fun¢do N(t) é dada por

N(t) = 7070.50760-34%6¢,
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Uma equacdo diferencial ordindria de ordem n é uma equac¢do da seguinte
forma:

F(t,y(t),y'(t),y"(t)...y\"(t)) = 0,

em que estdo envolvidas as fungdes incégnitas y = y(t) e suas derivadas
até ordem n, com t a varidvel independente.
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nciais Ordindrias

Sabemos que a solucdo da equacgio diferencial % = ky é dada por
y = y(t) = ce*, com ¢ uma constante arbitraria.

Logo, esta equacgdo diferencial tem infinitas solu¢Ges, como ilustra a figura
a seguir.

v=y

Yo

t

to

Fonte: slide prof. Carlos Balsa (DM - ESTGB - Portugal)

Se temos que passar por um dado ponto, a solugdo é lnica.
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Um Problema de Valor Inicial (PVI) de primeira ordem consiste de uma
equacio diferencial

y'=f(t,y), t=a<t<b

e uma condic3o inicial

y(a) = a,

onde « é um valor dado, chamado de valor inicial.
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Equacdes diferenciais sdo utilizadas para modelar problemas que envolvam
a modificagdo de uma varidvel em relagdo a outra.

Grande parte destes problemas requer a solucdo de um Problema de Valor
Inicial, isto é, a solu¢do de uma equacgdo diferencial que satisfaca
determinada condicdo inicial.

Como estes problemas costumam envolver equagdes muito complicadas
para serem resolvidas exatamente, ha duas abordagens possiveis.
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

A primeira abordagem é aproximar a equacdo diferencial por outra mais
simples, resolver esta (ltima exatamente e, depois, usar a solugdo obtida
para aproximar a equacao original.

A outra abordagem, que veremos aqui, é resolver a equac3o original de
maneira aproximada.

Os métodos que veremos para fazer estas aproxima¢des de Problemas de
Valor Inicial fornecerdo, como resposta, ndo uma funcdo, mas os valores de
uma fungcdo em alguns pontos. Se for necessério calcular o valor da
aproximagdo em outros pontos, é necessario interpolar os pontos obtidos.
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Antes de apresentar os métodos para aproximacao da solucdo de
Problemas de Valor Inicial, precisamos de algumas definicbes e teoremas
sobre equacdes diferenciais ordindrias.

Definicao 1. Uma fungdo f(t, y) satisfaz uma condi¢do de Lipschitz na
varidvel y em um conjunto D C R? se existir uma constante L > 0 tal que

£(t.y1) = F(t,y2)| < Lly1 — yal,

sempre que (t,y1),(t,y2) € D. A constante L é chamada de constante de
Lipschitz para f.
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Definicdo 2. Um conjunto D C R? é dito convexo se, sempre que (t1, y1)
e (t2, y2) pertecerem a D, para todo A € [0, 1], o ponto
A(t1, y1) + (1 — X)(t2, y2) também pertencer a D.
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Teorema 1. Suponha que f(t,y) seja definida em um conjunto convexo
D C R?. Se existir uma constante L > 0 tal que

of
dy

(t,y)' <L,

para todo (t,y) € D, entdo f satisfaz uma condigdo de Lipschitz em D na
variavel y com constante de Lipschitz L.
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Equacoes Di iais Ordinarias

O Teorema 1, apesar de apresentar um condic3o suficiente para dizer se
uma fung¢do L satisfaz uma condigdo de Lipschitz, é mais facil de ser usado
para verificar se uma condicdo deste tipo é satisfeita do que a Definicdo 1.

Veremos agora uma versao do teorema sobre existéncia e unicidade de
solucdo de equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem.
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Teorema 2. Suponha que D = {(t,y)|a<t < b,—oc0 <y < 0} e que
f(t,y) seja continua em D. Se f satisfizer a uma condigdo de Lipschitz
em D na variadvel y, entao o Problema de Valor Inicial

y'(t)=f(t,y), a<t<b, y(a)=q,

tem uma Unica solugdo y(t) para a <t < b.
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

O Teorema 2 apresenta condi¢cdes para que um Problema de Valor Inicial
tenha soluc3o unica.

Vejamos agora como este tipo de problema se comporta quando ha
perturbacdes na condic3o inicial ou na prépria equacdo diferencial.
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Definicao 3. O Problema de Valor Inicial

dy
dt
é considerado um problema bem-posto se:

f(t,y), a<t<b, y(a)=a,

@ existir uma dnica solugdo y(t) para o problema; e
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

@ existirem constantes €g > 0 e k > 0 tais que, para qualquer ¢, com
€g > € > 0, sempre que J(t) for continua com |0(t)| < €, para todo
t € [a, b], e quando |Jp| < €, o Problema de Valor Inicial

%:f(t,y)—i—é(t), a<t<b z(a)=a+d,

tem uma Unica solugdo z(t) que satisfaz

|2(8) — y(t)] < ke
para todo t € [a, b].
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Equacoes Di iais Ordinarias

O problema apresentado no slide anterior é um problema perturbado.

Como sempre tratamos de problemas com perturba¢do (ja que a
representacdo computacional apresenta erros numéricos e a modelagem do
problema também pode ter erros introduzidos por medicdes), estamos
interessados em resolver apenas problemas bem-postos.
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Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Teorema 3. Suponha que D = {(t,y) |a<t < b,—0c0o <y < oco}. Se f
for continua e satisfizer a uma condicdo de Lipschitz em D na varidvel y,
entdo o Problema de Valor Inicial

a _

o f(t,y), a<t<b, y(a)=a,

é bem-posto.
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Método de Euler

O objetivo é encontrar uma aproximacgdo para a solucdo de um Problema
de Valor Inicial bem-posto

d
Y —f(ty), a<t<b, y(a) =a 1)

Como resposta, ndo teremos a solugdo y(t), mas o valor aproximado de
y(t) em alguns pontos no intervalo [a, b]. Estes pontos sdo chamados de
pontos de malha.
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todo de Euler

Primeiramente, definimos pontos de malha igualmente espacados no
intervalo [a, b].

Para isso, para um determinado N, definimos o tamanho de passo h como

b—a

h=
N

Depois, os pontos de malha s3o definidos como

ti =a+ ih,
parai=0,1,....N.
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Método de Euler

Para deduzir o Método de Euler, usaremos o Teorema de Taylor.

Suponha que y(t), a solugdo do PVI (1), tenha segunda derivada continua
em [a, b]. Neste caso,
tiv1 — ti)?
Y(tr1) = Y(8) + (11— )y (1) + 5 ey

para algum &; € (¢, tit1).
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Método de Euler

Como h = tj;1 — tj, temos

2

V(ti1) = y(8) + by (8) + 5y (6)

e, como y(t) satisfaz a equacdo diferencial (1), temos
2

(ti41) = y(8) + A (a5 Y (6)) + 5 (6)
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O Método de Euler consiste em construir w; =~ y(t;), para cada
i=0,2,...,N, usando a equagdo vista acima, excluindo o termo de
segunda ordem.

Ou seja, o Método de Euler consiste em definir
wo = y(to) = y(a) = a,

w1 = wi + hf(tj, w;),
parai=0,2,..., N —1.

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 29 de outubro de 2013



Método de Euler

Teorema 4. Suponha que f seja continua e satisfaca uma condicdo de
Lipschitz com constante Lem D = {(t,y) |a<t < b,—co <y < oo} e
que exista uma constante M com |y”(t)| < M, para todo t € [a, b].

Denote por y(t) a solugdo do Problema de Valor Inicial

y' =f(t,y), a<t<b, y(a)=«

e sejam wp, w1, ...,wy as aproximacgoes geradas pelo Método de Euler para
algum nidmero inteiro positivo N. Entdo, para cada i =0,1,2,..., N,

hM L(ti—a)
) — < i —
|}/(t1) Wl| =l <e 1) .
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Considere o seguinte Problema de Valor Inicial

Y =y—-t+1, 0<t<2, y(0)=05.

Utilize o Método de Euler, com N = 10, para aproximar a solu¢do deste
problema.
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ComoazO,b:2eN:10,temosqueh:bﬁz%zOQe
t;=a+ hi=0+4+0.2/ =0.2/.

Assim,
wo = a = 0.5,
Wit1 = wj + hf(t,-,w,-) = w; + 0.2(w,— — (0.2i)2 + l) =
1.2w; — 0.2(0.04i%) + 0.2 = 1.2w; — 0.008i% + 0.2,

para i =0,2,...,9.
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A solucdo exata para o PVI é y(t) = (t + 1)?> 4+ 0.5ef. O Método de Euler
fornece as seguintes aproximacoes w:

ti wi yi=y(t;) | |wi—yil

0.0 | 0.5000000 | 0.5000000 | 0.0000000
0.2 | 0.8000000 | 0.8292986 | 0.0292986
0.4 | 1.1520000 | 1.2140877 | 0.0620877
0.6 | 1.5504000 | 1.6489406 | 0.0985406
0.8 | 1.9884800 | 2.1272295 | 0.1387495
1.0 | 2.4581760 | 2.6408591 | 0.1826831
1.2 | 2.9498112 | 3.1799415 | 0.2301303
1.4 | 3.4517734 | 3.7324000 | 0.2806266
1.6 | 3.9501281 | 4.2834838 | 0.3333557
1.8 | 4.4281538 | 4.8151763 | 0.3870225
2.0 | 4.8657845 | 5.3054720 | 0.4396874
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Método de Euler

Observacdes:

@ O erro do Método de Euler aumenta, no pior caso, de forma linear em
h. Assim, pontos menos espacados tendem a apresentar erro menor.

@ Por n3o ser suficientemente preciso, este método ndo é, em geral,
utilizado na prética.
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