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Sistemas de equacoes lineares

Estamos interessados em resolver o problema de encontrar uma solucao
para um sistema de equacgoes lineares da forma

Ei: anx1 + awxe + ... + ainxn = by,
Ey: axxi + awmxo + .. + amxp, = b,
En DoamXy + amxo 4+ ...+ appxn = bn,

com a;; e b; constantes dadas.
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Manipulacao de sistemas de equacdes lineares

Ha algumas operagbes que podem ser realizadas em um sistema de
equagoes lineares, sem que sua soluc3do seja alterada. S3o elas:

@ A equacdo E; pode ser multiplicada por qualquer constante A
n3o-nula e a equacgdo resultante pode ser usada no lugar de E;.
Denotamos esta operagdo por (\E;) — (E;).

@ A equagdo E; pode ser multiplicada por qualquer constante A
ndo-nula, adicionada a equacdo E; e a equacdo resultante pode ser
usada no lugar de E;. Denotamos esta operagdo por
(AEj + Ei) — (E).

@ As equagdes E; e E; podem trocar de posi¢oes. Denotamos esta
operagdo por (E;) <+ (Ej).
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Manipulacao de sistemas de equacdes lineares - exemplo

Queremos determinar os valores de x1, x2, x3 € x4 que satisfacam as
equacoes

Ei: X1 + X + 3x4 = 4,
Ec: 2 + x — x3 + xs = 1,
E3 . 3X1 — X2 — x3 + 2X4 = —3,
Es: —x1 + 2% 4+ 3x3 — x4 = 4,
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Manipulacao de sistemas de equacdes lineares - exemplo

Primeiramente, usamos a equa¢ao E; para eliminar a incégnita x; das

equacgdes Ep, E3 e E4.

Isso é feito executando os seguintes passos:
(] (E2 — 2E1) — (Ez),
) (E3 — 3E1) — (E3),

) (E4 + El) — (E4)
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Manipulacao de sistemas de equacdes lineares - exemplo

O sistema resultante é

Ei: x1 + x + 3x4 = 4,
E2 . — X2 — X3 — 5X4 = —7,
Es: — 4 — x3 — TIxg = -—1b,
E;: 30 4+ 3x3 + 2x4 = 8.

Neste novo sistema, usamos a equagao Ep para eliminar a incégnita x> das
equacées E3 e Ey.
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Manipulacao de sistemas de equacdes lineares - exemplo

Fazemos isso executando os passos (E3 — 4Ep) — (E3) e
(E4 + 3E2) — (E4).

O sistema resultante é

Ei: x1 + x + 3x4 = 4,
E2 . — X2 — X3 — 5X4 = —7,
E3 . 3X3 + 13X4 = 13,
E4 . - ]_3X4 = —13.
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Manipulacao de sistemas de equacdes lineares - exemplo

Agora o sistema se tornou triangular e ele pode ser resolvido usando um
processo de substituicdo regressiva.

Pela equacdo E4, temos que x4 = 1.

Substituindo o valor de x4 na equacdo E3, temos que

13-1
X3 = 3 ?)X4:0

3
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Manipulacao de sistemas de equacdes lineares - exemplo

Usando os valores de x3 e x4 na equacdo Ep, temos que

X2:7—X3—5X4:7—0—5:2.

Finalmente, substituindo os valores de x», x3 € x4 na equacdo Ej, temos
que

X1:4—X2—3X4:4—2—3:—1.

Portanto, x1 = -1, xo =2, x3 =0 e x4 = 1.
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Representacao de sistemas de equacdes lineares

Para realizar as operacoes descritas no exemplo anterior, nao precisamos
escrever todas as equagdes a cada passo, ja que as varidveis nao se
alteram. Os Unicos valores que mudam de um passo a outro s3o os
coeficientes das varidveis e os valores no lado direito das equacdes.

Por isso, para facilitar a notacdo, escrevemos os sistemas usando matrizes.
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Representacao de sistemas de equacdes lineares

Usando este formato, um sistema do tipo

aix1 + anxe + ... + aipxs = by,
aix1 + axnxe + ... + amxn = bo,
anx1 + amxe + ... + amXs = by,

fica escrito como Ax = b, onde

dil1 d12 ... din X1 b1

ax ax» ... am X2 ba
A= Cox= b=

anl an2 ... ann Xn b,
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Representacao de sistemas de equacdes lineares

Uma notacgdo alternativa é a de matriz aumentada

dil1 4d12 ... din b1
dp1 d22 ... ap b2

[A’ b] - : oo : : ’
anl an2 ... ann| bn

na qual a linha vertical é utilizada para separar os elementos da matriz A e
do vetor b.
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Representacao de sistemas de equacdes lineares - exemplo

Note que o sistema do exemplo, usando a notacao de matriz aumentada,
fica
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Representacao de sistemas de equacdes lineares - exemplo

Usando as operagbes para tornar o sistema triangular, temos as seguintes
matrizes aumentadas:

O O O
|
N
|
[y
[
~
|
[y
o1

1 0 3 4
-1 -1 -5| -7
0 3 13| 13
0 0 —-13|-13

o O o
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todo de eliminacao de Gauss

O método usado para resolver o sistema do exemplo é chamado de
Método de eliminagdo de Gauss com substituicdo regressiva.

Para um sistema

Ei: annixa + awpxe + ... + anxpn = by,
Ex: anxi + axnxo + ... + axx, = by,
E,: amx1 + amxo + ... + amXn = bn,

o Método de eliminacdo de Gauss procede da seguinte maneira.

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 3 de setembro de 2012 15 / 42



Método de eliminac3o de Gauss

Primeiramente, forme a matriz aumentada

a1 a12 ... Aain | d1(n+1)

. a1 a2 ... a2p | A2(n+1)

A=A b= s (1)
anl dn2 ... ann | dn(n+1)

com aj(py1) = bi, 1 <7< n.
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Método de eliminac3o de Gauss

Se a1 #0, as operag:c").es correspondentes a (E; — (%)El) — (Ej) sdo
executadas para cada j = 2,3, ..., n, para que os coeficientes de x; nas

linhas diferentes de 1 passem a ser nulos.

Embora os elementos das linhas 2, 3, ..., n depois destas operagdes sejam
possivelmente diferentes dos elementos correspondentes na matriz A
original, eles serdo denotados da mesma forma, apenas para facilitar a
notacao.

Executamos, ent3o, este mesmo procedimento para i =2,3,...,n— 1,
efetuando a operagdo (E; — (2£)E;) — (E;) para cada

aji

j=1i+1,i4+2,.., n, somente quando a; # 0.
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todo de eliminacao de Gauss

Isso faz com que os coeficientes de x; sejam anulados para todas as linhas
abaixo da linha j, para 1 <i<n-—1.

A matriz resultante deste processo de eliminacdo de Gauss tem a forma

dil1 4d12 ... din al(,,H)

z 0 ax ... ax| aynt1)
A - . )

0 0 ... am a,,(,,H)

na qual n3o se espera que os valores de a;; coincidam com os valores
correpondentes na matriz original A.
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todo de eliminacao de Gauss

A matriz A representa um sistema linear que tem o mesmo conjunto
solugdo do sistema original (1).

Como o novo sistema é triangular,

aiixy + apxe + ... 4+ ainxp = by,
a»nxs —+ ... 4+ ayx, = bg,
annXn = bna

podemos utilizar a substituicdo regressiva para resolvé-lo.
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Método de substituicao regressiva

Isolando x, na n-ésima equacdo, temos

dn(n+1
Xpn = 7( )
ann

Isolando x,_1 na (n — 1)-ésima equagdo, temos

A(n—1)(n+1) — 9(n—1)nXn
d(n—1)(n-1)

Xp—1 =
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Método de substituicao regressiva

De forma geral, temos que

n

3i(n+1) —inXn—38j(n—1)Xn—1—---—3j(i+1)Xi+1 ai(n+1)*2':i+1 aijXj
X; = J
aji aji

parai=n—1,n—2,..1.
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Método de eliminac3o de Gauss

O Método de eliminacdo de Gauss pode ser representado de maneira mais
precisa formando uma sequéncia de matrizes aumentadas A(l), A(Z),
A" na qual A1) é a matriz original A e A para k =2,3,...,n tem

elementos af-jk) dados por
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Método de eliminac3o de Gauss

Assim,
1 1 1 1 1 1
agl) a§2) 35(171) agk) e 35:1) a§(21+1)
0 a2 2 L2 2| L@
22 2(k—1) 2k e 2n 2(n+1)
(k) ) (k—1) k—1) - (k—1) (k—1)
A — 0 0o ... Ak—1)(k-1) Q(k—1)k Ak—1)n | Fk—1)(n+1)
0 0 2o alk alk
e Kk e kn k(n+1)
: : 3 " ’ k:
0 0 0 af,k) ... af,,,) 351(?1+1)

representa o sistema linear equivalente no qual a varidvel x,_1 acabou de

ser eliminada das equagdes Ey, Ex+1, ..., Ep.
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todo de eliminacao de Gauss

Note que este processo falha quando um dos elementos agll), agzz), ag,',’,)

for nulo, pois o passo

50

E,' — Tk Ek — E;
(k)
ek

nao pode ser realizado ou a substituicdo regressiva ndo podera ser
aplicada.

Neste caso, o sistema ainda pode ter solugdo, mas o algoritmo terd de
sofrer uma pequena alteragao.
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Método de eliminac3o de Gauss - exemplo

Considere o sistema linear

Ei: x1x — x + 2x3 — x4 = -8,
E> 2x1 — 2x 4+ 3x3 — 3x4 = =20,
Es: x1 + x + x3 = -2
= X1 — x> + 4x3 4+ 3xqg = 4.
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Método de eliminac3o de Gauss - exemplo

A matriz aumentada é dada por

1 -1 2 —-1| -8

~ 2 -2 3 -3|-20
— A1) —

A=A = 1 11 0] -2

1 -1 4 3 4
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Método de eliminac3o de Gauss - exemplo

Efetuando as operagbes (E; — 2E1) — (Ez), (Es — E1) — (E3) e
(Es — E1) — (E4), temos

-1 2 -1|-8
0 -1 —-1| -4
2 -1 1] 6
0 2 4] 12

A(?) —

OO o
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Método de eliminac3o de Gauss - exemplo

2 Ay s . .
Como agz) (chamado de elemento pivd) é nulo, o procedimente n3o pode
continuar.

Mas a operagdo (E;) « (Ej) é permitida. Entdo, procuramos um elemento
na coluna 2, abaixo da linha 2, que n3o seja nulo. Neste caso, o elemento

2
)

Efetuamos, entdo, a operagdo (Ez) <> (E3), gerando a matriz aumentada

-1 2 -1|-8
2 -1 1] 6
0 -1 —-1|-4
0 2 412

A _

O O O
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Método de eliminac3o de Gauss - exemplo

Como x» j4 foi eliminado das equacdes E3 e E;, A®) serd igual a A",

Efetuando a operacdo (E4 + 2E3) — (Es), temos

1 -1 2 —1]-8
sw_ |0 2 -1 1] 6
A 0 0 —1 —1|—4

0 0 0 2| 4
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Método de eliminac3o de Gauss - exemplo

Por fim, a substituicdo regressiva é aplicada:

4
X4:§:27
—4
w=— =2
6 — x4 + X3
xzzf:&

—84+ x4 —2x3+ x
X1 = 1 =—T.
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Algoritmo

Método de eliminacao de Gauss: dados o nimero n de equacdes e
varidveis, uma matriz aumentada [A, b], com n linhas e n+ 1 colunas,
devolve um sistema linear triangular inferior equivalente ao sistema inicial
ou emite uma mensagem de erro.

Passo 1: Parai=1,...,n— 1, execute os passos 2 a 3:

Passo 2: Se a;; = 0 entdo
escreva “‘ndo é possivel continuar’ e pare.

Passo 3: Para j =i+ 1,..., n, execute os passos 4 e b:
2

Passo 4: Faca mj; «— 7.

n

Passo 5: Faca (E; — mj;iE;) — (Ej).

Passo 6: Devolva [A, b] como solugdo e pare.

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 3 de setembro de 2012



Algoritmo

Método de substituicao regressiva: dados o nlimero n de equagdes e
varidveis, uma matriz aumentada [A, b], com n linhas, n+ 1 colunas e A
triangular inferior, resolve o sistema linear ou emite uma mensagem
dizendo que a solu¢do do sistema linear ndo é lnica.

Passo 1: Se a,, = 0, ent3o escreva "“ndo existe uma solucdo tnica” e pare.

an(n+1)

ann

Passo 3: Parai=n—1,...,1, , execute os passos 4 e b:

Passo 2: Faca x, +

Passo 4: Se a;; = 0, entdo
escreva “ndo existe uma solugdo lnica” e pare.

n
(1)~ 2 jit1 X

Passo 5: Faca x; < =
n

Passo 6: Devolva (x1,x2, ..., x,) como solu¢do e pare.
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Vejamos agora um exemplo do que pode acontecer quando o Método de
eliminacdo de Gauss com substituicdo regressiva falha.

Considere os sistemas

x1 + x + x3 = 4 x1 + Xx + x3 = 4
2x1 + 2x + X3 = 6, e 2x1 + 2x + X3 = 4,
x1 + X 4+ 2x3 = 6 x1 + Xxo 4+ 2x3 = 6.
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As matrizes aumentadas geradas sao

) 11 1/4 ) 11 1/4
A= 2 2 116 e AWM= 2 2 1|4
1126 1126
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Realizando as operagdes (E; — 2E;) — (Ez) e (Es — E1) — (E3), temos

11 1] 4 ) 11 1] 4
AD— | 0 0 —1]-2 e A@—[o0 0 —1]|—-4
00 1| 2 00 1| 2

. 2 2 . )
Como, em ambos os sistemas, a( ) — a( ) — 0, o algoritmo para dizendo
22 32
que ndo ha solucdo Unica.
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Exemplo

De fato, se analisarmos os sistemas, temos que:

@ No primeiro sistema, ha infinitas solucdes. Sempre que x3 = 2,
Xp =2 — x1 € x1 € qualquer nimero real, temos uma solu¢do para o

sistema.

@ No segundo sistema, nao ha solucdo. Note que temos a contradi¢ao
x3=2ex3=24.
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Método de eliminac3o de Gauss

Apesar de podermos pensar que o Método de eliminacdo de Gauss constrdi
uma sequéncia de matrizes aumentadas, os elementos das novas matrizes
podem ser armazenados na prépria matriz original.

Além disso, os multiplicadores mj; podem ser armazenados na porcao
triangular inferior da matriz, no lugar dos zeros.
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Anilise dos algoritmos

O tempo gasto para a execu¢do do Método de eliminacdo de Gauss com
substituicdo regressiva depende do nimero de operacdes que sao
executadas.

No Método de eliminacdo de Gauss, sdo realizadas opera¢cbes apenas nos
passos 5 e 6. No Passo 5 é realizada uma divisdo para cada valor de
Jj=1i+1,..,n, ou seja, sdo realizadas (n — i) divisdes.

No Passo 6, a substituicdo da equagdo E; por (Ej — mj;E;) exige que sejam
realizadas (n — i)(n — i + 1) multiplicagdes e a mesma quantidade de
subtracoes.
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Anilise dos algoritmos

Como os passos 5 e 6 sdo executados para cada valorde /, i =1

n—1,
a quantidade de multiplicages/divisdes executadas é dada por

n—1

n—1
n—i)(n—i+2)= n? —2ni+i%+2n—2i) =
Z( )
=1 =1
n! nt 2n3 +3n2 —5n
(n® + 2n) 21—2 Z/+Zi2 —
=1 =1
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Anilise dos algoritmos

E a quantidade de adi¢bes/subtracdes executadas é dada por

n—1 n—1
Sn=i)n—i+1)=) (R*—2ni+PP+n-i)=
i=1 i=1
n—1 n—1 n—1 n3 —n
(MP+md 1-@n+1)> i+) P = —
i=1 i=1 i=1

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-L sme0300 - Calculo Numérico 3 de setembro de 2012



Anilise dos algoritmos

Para a substituicdo regressiva, é executada uma divisao no Passo 2.

No Passo 5, sdo realizadas (n — i) multiplicagdes e (n — i — 1) adi¢des para
cada termo da somatdria e, a seguir, uma subtracdo e uma divisao.

Como o Passo 5 é executado para cada valorde /i, i=n—1,...,1, a
quantidade de multiplicacdes/divisdes executadas é dada por

n—1 2
. +
1+ :((n_,)+1):%.
i=1
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Anilise dos algoritmos

E a quantidade de adi¢bes/subtragdes executadas é dada por

2—/7

n—1
d(n—i=1)+1) ="
i=1

Assim, o Método de eliminacdo de Gauss gasta O(n?) operagdes.

E o Método de substituicio regressiva gasta O(n?) operacdes
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