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Método dos Gradientes

m Os métodos do tipo gradiente para resolver o sistema
Ax = b tém como idéia bdsica minimizar a funcdo de x
seguinte:

F(x) = 3 xTAx - bTx
min F(x) = 3 xTAx - b™x = 3 (Ax,x) - (b,x).

m A matriz A deve ser simétrica (A= A) e definida
positiva (xTAx>0, para x = 0).
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Método dos Gradientes - exemplo

m Consideren=2

F(x):l(xl xz{au alzj[)q]_(bl bz)(XIj
2 dy Ay A\ X Xy

| a; X, +a,,x
F(x)=—(x1 xz{ T 2)—b1x1—b2x2

2 A, X TayX,
. 1 ( 2 2) b b
F(x) _E A X) TapXoX, +a, XX, +a,,X, |—D0X; —D,X,
m Como A é simétrica femos que:

1 > 1 >
F(x)= Eauxl Ta,X,X, +§azzx2 —b,x, —b,x,
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Método dos Gradientes - revisdo calculo

m Do cdlculo sabemos que um ponto P = (x;, x,) tal que o
grad F(P) = O é chamado de ponto estaciondrio de F(x).

oF
Ox,
oF

ox, OF  OF

| | ox,0x,  Ox,0
m Seja A a matriz dada por: A(x) = )ngl %sz

Ox,0x,  0x,0x,

grad(x) =

Assim, se:

m A) A(P) : definida positiva, entdo P € ponto de minimo;
m B) A(P) : definida negativa, entdo P € ponto de mdximo;
m C) A(P) : indefinida, entdo P € ponto de cela.
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Método dos Gradientes

m Por hipotese, para o método dos Gradientes, A deve
ser simétrica e definida positiva, logo, um ponto
estaciondrio P, ou seja, um ponto em que grad(P) = 0, é
um ponto de minimo.

m Voltando ao exemplo temos:
1 1

2 2
F(x)= 53113“1 T a,X,X, +5322x2 —b,x, —b,x,

Sistema linear.

a,.x, +a,.x,—b a.x, +a,.x, =Db
gradF(x)z[ 1% 12% 1j20<:> 1141 12%7 1
a,,x, +a,,x, —b, a,,x +a,x, =Db,
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Método dos Gradientes

m Sendo assim, grad F(x) = O, significa Ax = b, isto €, a
solugdo do sistema de equagoes lineares minimiza a
fungdo quadrdtica e vice-versa.

m Exemplo: Seja o sistema linear Ax = b, dado por:

100x, +1lx, =1
lx,  +100x, =100

m Calcule a fungdo quadrdtica dada por F(x) = 3 XxTAX -
bTx e mostre que o ponto de minimo desta fungdo € a
solucdo do sistema dado.
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F(x) 1( 100 1 Y x (1 100 X,
(x)=—(x, Xx, — =
270 L1 100 )\ x, X,

_ 1 100x, +x, |
F(x)= —(;1:1 ) T 7 x - 100x, =
2 x, +100x,

F(x)= %(l 00x’ +x,x, +x,x, +100x; )— x, —100x, =

F(x)=50x"4+x,x, +50x; —x, —100x,
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Método dos Gradientes

F(x)=50x" +xx, +50x; —x, —100x,

100x, +x, —1 0 100x, +x, =1
grad F(x)= ; = = ;

x, +100x, —100 0 x, +100x, =100

Sistema original

Solugdo: x=0 e x, =1

F(x)=0+0+30-0-100=—50
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Método dos Gradientes

m A matriz Hessiana para o exemplo € dada por

( OF OF )
ox,0x, oxox, | (100 1
OF  OF | |1 100

| Ox,0x;  OX,0x,

m Como essa matriz é simétrica e definida positiva,
entdo o ponto x = (0 1) € um ponto de minimo da
fungdo F(x).



" A
Método dos Gradientes

s Note que:
grad F(x)=Ax—-b

m Para o valor que minimiza a fungdo F(x) temos que:
grad F(x)=Ax—-b=0
= No entanto, em outros pontos de F(x):
grad F(x)=Ax—-b#0

m Ou ainda, fomando menos o valor do gradiente, tfemos a
diferenca entre b e Ax. (Sabemos o qudo distante a solugdo x
esta de resolver o sistema Ax=b).

m Em outras palavras, o residuo da solugdo x € dado por:
—grad F(x)=b—Ax=r
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Direcdo
m O vetor gradiente aponta a diregdo (sentido) de crescimento
mdximo de uma fungdo. Portanto, é natural que, nos passos de

busca do minimo de uma fungdo caminhemos na direcdo contraria
ao gradiente, isto €, para um dado ponto x temos:

XD — (k))

x® —s, grad F(x

m Em que a diregdo é dada por

p=—grad F(x")=—(4x" —b)=b— Ax" ="
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Passo
m Direcdo: p= _grad F(x(k)) _ _(Ax(k) —b) —b— Ax® = B

x(k+1) _ (k))

x® —s, grad F(x

passo: o quanto vamos caminhar neste diregdo.
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Passo

m Dado um x), queremos o melhor x(k+1) possivel. Ele
serd obtido andando-se a quantia certa na diregdo
oposta ao gradiente:

min £ (x*") = min F(x* +5,%)

m Quantia certa:
s, que minimiza : F(xK) +s, AK)
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Método dos Gradientes
Queremos minimizar:
min F(x*“™) = min F(x'© +5,7%)

Simplificando a notagdo, temos que:

F(x+sr) =%(x+sr)TA (x+s7)=b" (x+s7r)

Derivando em relacdo a s temos:

F'(x+sr)= %rTA(x +857) + % (x+sr) Ar—b'r
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F'(x+sr)= %rTA(x +57) +%(x +sr) Ar—>b'r

F'(x+sr)=sr Ar+r' (Ax—b)=sr"Ar—r'r

Para encontrar s fomamos a derivada igual a zero:

F'(x+sr)y=sr Ar—r'r=0

T
rr

— 7
r- Ar

A)
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Tomando a segunda derivada de F(x+sr):
F"(x+sr)=r"Ar

Uma vez que a matriz A € definida positiva sabemos
que:

F'"(x+sr)=r"Ar>0

Logo, o ponto obtido anteriormente é um ponto de
minimo.
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Método dos Gradientes - Algoritmo

Dados A, b, max e Erro
1) x©)=0

2)k=0

3)r=b- Ax®
s=rTr/rfAr

5) xkD = xK + g p

6) Se || X%l | ./ %1l | < Erro entdo faga solugdo
= x(k+1) e PARE

7) k = k+1
m 8) Se (k«<max) entdo volte ao Passo 3.
m 9) Sendo escreva que a solugdo xk*) e o0 erro. PARE.
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Método dos Gradientes - Exemplo

m Usando o método dos gradientes resolva o sistema
dado por:

(10 1 0)x ) (11
1 10 1 |x,|=|11
0 1 10)\x,) (1)

m Com precisdo 10! e max = 3 iteragoes.
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Método dos Gradientes - Exemplo
m Solugdo

/O\ 11)
OB I =0 L0 — 5 4@ Z| 11 (direcdo)

h\O/, \1/

A0)F_(0) ,
] 3 0.0902 (passo)

5§ = =
7O 400 2694

(10,9922
W =x" 4 9 =10.9922
L 0,0902
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Método dos Gradientes - Exemplo

(10,9922 [ 0,0858
x'=10.9922 k=1 r® =b—Ax" =| -0,0044
L 0,0902 | —0.8542)
(DT, (1)
7 0.8070
§ = = — = (),0999
PO 470 8.0769
(10007 13X 500
P =xW 4™ =10,9917 [1x2]]

10.0009,



