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Relembrando: método dos gradientes

TIdéia basica. Para A simétrica > O:

O vetor x que resolve Ax=b é 0 mesmo vetor X que
minimiza:

F(x) = $x'Ax - btx

Por que ?

Isso ocorre pois grad(F(x)) = O , condigdo necessaria
para minimo implica Ax=b.

Além disso, Hessiana= A>0



" A
Como resolver Min F(x) = 3xTAx - bTx ?

chutamos um valor inicial: x,

andamos na dire¢do de menor decrescimento haquele
ponto: -grad(F(x,)), ou seja:

X1 - XO -S X gr'Cld(F(Xo))

onde s é o valor do passo! (o quanto andamos nesta
direcdo)



Interpretagdo grafica

Interpretacao do algoritmo

passo T

diregdo ? E ;?))

Adaptado de http://www.dt.fee.unicamp.br/~valente/ia543.html - Prof. Paulo Valente
FEEC - Unicamp
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Como achamos o passo ?

Buscamos o s que minimiza F(x + sr)
r € a diregdo oposta ao gradiente: r = -grad(F) = b-Ax

S € 0 passo
Min F(x + sr).
Isso ocorre quando dF/ds = O.

Fazendo as contas:
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Método dos Gradientes - Algoritmo

Dados A, b, max e Erro
1) x©)=0

2)k=0

3)r=b- Ax®
s=rTr/rfAr

5) xkD = xK + g p

6) Se || X%l | ./ %1l | < Erro entdo faga solugdo
= x(k+1) e PARE

7) k = k+1
m 8) Se (k«<max) entdo volte ao Passo 3.
m 9) Sendo escreva que a solugdo xk*) e o0 erro. PARE.
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Método dos Gradientes Conjugados

m Definigdo 5.3 (Franco, 2007)
m Dada a aplicagdo linear A, positiva definida, x e y sdo
diregoes conjugadas (A-ortogonais) se
(Axy) = (x,Ay) = 0.

l.e.

x'Ay = yTAx = O
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Método dos Gradientes Conjugados

m Seja amatriz A simétrica (AT"A) e definida positiva
(xTAx>0, para x = 0). A base do método dos
Gradientes Conjugados (CG) é€ a seguinte propriedade:

m Propriedade (Cunha, 2000): E possivel escolher n
diregoes linearmente independentes, py, p,.... p,, € por
meio da minimizagdo da fungdo F(xk) +s,pK)), em cada
uma das diregoes separadamente, construir uma
seqiiencia de aproximagoes que fornega o minimo da
fungdo F(x) = 3 XTAx - bTx apds n passos (né o
ndmero de equagdes do sistema).
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Idéia:

Se A é definida positiva e py, p,... p, Sdo n diregoes A-
ortogonais, entdo essas diregoes sdo LI.

A solugdo otima pode ser escrita como combinagdo
linear dessas n (dimensdo de A) direcodes mais a
direcdo b.

No algoritmo anterior, se a cada passos usarmos uma
diregdo A-ortogonal, conseguiremos a solugdo em »
passos.
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Método dos Gradientes Conjugados

m Dada uma aproximagdo inicial x(©), escolhemos a
primeira diregdo py = ry = -grad(F(x©)).

m As demais diregoes serdo escolhidas de maneira que
cada diregdo seja perpendicular a diregdo anterior.

m Além disso, fazemos com que cada diregdo seja uma
combinac¢do do residuo anterior e da direcdo anterior:

pF = UL, pF D =23, ...

S

coeficiente que serd determinado de modo que
Pk Seja conjugada a py 4
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Método dos Gradientes Conjugados

fazendo as diregoes conjugadas (obtendo a):

(pF), Ap(F=1)) = 0
= (k=D pap_pk=D Apk—1) =0

= (& ApE=D) 4o (p*D, AptF—Y =0 .

r(k=1) 4pk=1)
Y Vi)
(P(k_lj,flpfk_lj) y V= Ly 9y

Q1 —-
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Método dos Gradientes Conjugados

m Passo:

Xk = Xk-1 k

Obtemos como anteriormente: queremos o q, que
minimiza F.

Ming, F(xp_1 + qipi)
Ming, (@r—1 + qupr) A(zp—1 + @epr) — b (xK—1 + qrpr)

Ming, — sat_jAzi_1+iah Alqepr)+3(qrpr) Az _1+

~(qrpr)  Algrpr) — b'ok_1 — b qrpr)



Mm% %mtk—lek—l + %$2—1A(Qkpk)+ % (Qkpk)tAka_1—|—

5 (arow) Alqrpr) — brak—1 — b qupr)

derivando em relagdo a q, e igualando a zero:
5 ()" Aqepr)H5 (akpr) Alpr) )~ b'pr = 0
5 (k)" A(grpr)H 3 (qkpr) APk Pk

(pr)tAzg_1 + qrppl Apr — blpr, = 0
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(pk)tAiUk—l + QszApk —blpr, =0

(pr) (Azp—1 — b) + qrpy Apr = 0

!
—PiTk—1 + QPR Apr = 0

(r (k=) p(k))

dk =

(APUC)?pUC))
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Simplificagoes
iii) O residuo em cada passo possui as seguintes propriedades:

1) é ortogonal ao residuo do passo anterior, isto é:

(rF) p=1)y =0 |

2) é ortogonal a direcao de relaxacao do passo, isto é:

(r®),p®) =0,

3) é ortogonal a direcao de relaxacao do passo anterior, isto é:
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Simplificagoes

Com isso, é possivel simplificar as expressoes de

qx (0 passo)
a1 (0 multiplicador na expressdo de p®)

(T{ﬁ:—l}, ?.(ﬁ:—l})
(A-p'fm .&_ p(‘l”'})

dk =

(?.Ui—lﬁ ? ..F{k—lj)
(?.(R—E)‘_T{k—z))

Op—1 =



Algoritmo
O primeiro passo € como ho caso dos gradientes
a) »(0) —p— A,(0) b) para k > 2
p(l) — 7"(0) b].) k1 (r(k_l), r(k_l))

= (r(k_zj‘r(k—z))
G .',.(0))
91 = (A_.;.(())ﬁ,r(()j) b.2) p(lci _ I.(lq—l)_i_ﬂl{_llj(k_l)

(1) — (0) + qlp(l) (r{k—l)?r(k—lj)

(Apt), p()

b.3) q =

critério de parada:

Hm(k—kl)_g;(k)uoo
[EXGEI

c) Se < €, Fim

caso contrario b) .
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Método dos GC - Exemplo

m Usando o método dos GC resolva o sistema dado por:

(10 1 0)x ) (11
1 10 1 |x,|=|11

0 1 10Ax) (1)

E faga duas iteragdes do método dos gradientes
conjugados.
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Exercicio I:

m Use as propriedades:

(_r{,tf}, T(k—l)) —0 (?,{k):p(k)) =0,

m Para simplificar:

(4=, p®)

v

k= — SRNC
(44p(h)?p(h))

D ApTY)
T (D, Apth)

v

(r®) p=1y = 0 .

(‘f‘(k_l}. ?.(Ic—l})
qk = Nk
(Ap™), pth))

p(k=1) p(k=1))

-1 = (?,(k_zjﬁ,.(k—%)
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Exercicio IT

m Dado os sistemas lineares:

Ox; — @9
(ﬂ{ —z1 + 9z

33
27

7 . 31’?31 + 29.‘132
17 (II){ 2927 +  3lao

a) construa fungdes quadradticas cujos minimos sejam
solucoes dos sistemas.

b) resolva o sistema IT pelo método dos gradientes

c) resolva o sistema II pelo método dos gradientes
conjugados.



