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Sistemas equivalentes

= Dois sistemas sdo equivalentes quando admitem a
mesma solugdo.

x+y=6 ‘,// X :4\\\‘
x-y=2 \\ x+y=6//’
x=4,y=2 x=4,y=2

__ forma triangular

|
Sistemas triangulares inferiores

= Um sistema € triangular inferior se tiver a forma:

apy @ by

o) &y + aog Eo = by
any ry 4+ ago o 4+ agy ay = by
Upy 0y + po Lo + ol Ay, = by

onde q;# 0, i=1,2,..n.

Note que é muito fdcil resolver um sistema triangular.
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Resolvendo sistemas friangulares inf.

ary iy
gy wy + any o
gy iy b odgo W T ding iy U3
1 Y bt e, = by
+ através da linha 1, resolvemos x;.
+ substituimos x; na linha 2.
* resolvemos x,.

- substituimos x; e X, na linha 3
* resolvemos x;

i
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Para sistemas triangulares superiores

ayy oy o+ ape o A+ ayy oy .. = Iy
@ s+ s .. by

gy Ly = b,

Upp & = by

a;#0,i=1,..n
= analogamente:

,'n

CGnn

@, o =n—1.....
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Algumas defini¢des de Algebra Linear

= Menores principais (A,):
Sdo as matrizes definidas pelas 4 primeiras linhas e
colunas de A.

ex. Ar=(an)
ail ai2 a3
A= | ap1 apy an3 Ay = < a1l a12 )
az] azp as3 a21 a2
Az =A
No caso geral:
ayl o die ... apg
azy dgy ... Aoy
Ay = k=1,2....n

app Gpo ... Ak
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Teorema da decomposigdo LU

= Seja A=(g;;) uma matriz quadrada de ordemn, e Ay o
menor princigal k. Assumimos que det(A,) = O, para
k=1,2,...,n-1. Entdo existe uma Unica matriz triangular
inferior L=(l;), com U= l;=... = |, = 1, e uma dnica
matriz friangular superior U=(u;), tal que LU = A.
Além disso, det(LV) = uyuy,...Up,.

= Resumindo:
Se det(AK) # 0, k=1,...,n-1 entdo:
L e U existem e sdo dnicas.
det(LV) = ugyUz,..Uy,
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Teorema da decomposigdo LU (Prova)

= Franco (123 - 124)

Provamos por indugdo.
Passo 1) Provamos que o teorema é verdadeiro para n=1.

Passo 2) Provamos que se o teorema é verdadeiro para
n=k-1, ele serd verdadeiro para n=k.

Passo 1) A = [ay]
Os (nicos L e U que satisfazem sdo:
L=[1]U=[ay] - LU=ay
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Teorema da decomposigdo LU (Prova)

Passo 2) Seja a matriz A, de dimensdo k. Pela hipétese
do teorema, existe a decomposigdo LU para A, ;.

Vamos escrever a matriz A como:

Note que Le U
4 ) satisfazem a forma
A1 ! desejada. Precisamos
A= provar que existem
p.m, e uy, unicamente

definidos, tais que
LU=A

s e

Escrevemos as matrizes:

Lyt 0O Uk—1 p
L= ; U=
m 1 0 Ukl
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Teorema da decomposigdo LU (Prova)

De fato, fazendo LU e igualando a A:

(Ly—aUp—1 Liap N _  Apor 70

\ mUy_1 mp + g } - \ s agg. }
\ / \ /

Ly _1Ugp_1 = Ag_1 | —> ok, da hipétese da indugdo.
Ly_p=r

1T — .

mU_1 =3

mp + upp = agp L,.1 e U, ndo sdo singulares, ou A, ; seria singular
ois det(AB) = det(A)*det(B) )

-1
p=1L; 7
— -1
m = sU; 7y
Ukk = Qg — MP
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Teorema da decomposigdo LU (Prova)

Além disso, note que:
det(L)

det(A) = det(L) - det(U) = 1 - det(Up_1) - upp
[N

det(U)

det(A) = ugqupn ... upy
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Calculando L e U

® Analisando apenas o resultado do teorema, precisamos
calcular L, 4 e U, ! para obter as matrizes Ly e U,.

Li-y 0 Uit p
L = U=
m 1 0 Upeke

-1
p=1L; oy
— —1
m = sU; 7
Ul = agf, — Mp

Problema: procedimento longo, onde a cada iteragdo
necessitamos calcular matrizes inversas (cada vez maiores).
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Esquema pradtico

= Hd uma maneira mais prdtica. Observe as estruturas
de L e U. Fazendo o produto das duas:

( |
Loy 1 '®)

2l * ANy
LU = [ETRERCTI|
O
fn1 2 Lug oo ] Unn

I
Esquema prdtico

m Tgualando a A:

1 g g apy o aye .. dyy
1 O wx s ax asy ... agy,
[T iy = B . :
[T TR TR | tan Gtz

Podemos desenvolver um procedimento iterativo para
nos fornecer os valores dos elementos de L e U, comegando
pela primeira linha de U e pela primeira coluna de L
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Esquema pradtico

primeira linha de U

|primeira coluna de L]

Esquema pradtico = jé conhecemos

¢ az21
1 i 17 = = -
il = a = = . 21U = 01 = 21 =
1-an 1 iy any ™
l-wig = a2 = wa = ag . as1
: : : fyug = oy = by o= —
1
Lown = am = mm = ain . ny
nl U1l = p1 = g1 = .
Uy
= uy = ay j=12...n an
1 ! ! = h = —= i=2....n
1y
T
Esquema prdtico
an ay
) an o
- 1 s win | =
w1 any Unn

\ segunda coluna de L \

f31 w2 +laguzy = sz = (32
fyp oy +lypuzy = agp = g2 =
Iy i+ fhatlzs = nz = (o2

ayy @in
1 ! ayy 2y
LU = ta2 = :
r, 1 ny n2 np
| sequnda linha de U |
ly upp+ugy = G2 = gz = ap —igu
foy wpa+ugy = apy = Upg = dang — (oguyy .
fo1 tin +uzp = @G2p = U2n = aG2n —{21U1n .
= uy = ay—lyuy. j=3...n
R —
o
Esquema pradtico
1 w we - an we . an
tn 1 o) W w w as s .. 4o
LU = | fn fe 1 i | =
Gt bz las e ] i L R
De forma geral:
wyo= oy — i ks, i<
b = (o - T3 ) S 05

Sk =0sek< 1
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Exemplo:

Seja:

)
1
1

5021
A = 3 4

1 3
a) Verificar se A satisfaz as condigoes da decomposigio LU.
b) Decompor A em LU.

¢) Através da decomposigio LU, calcular o determinante de A.

d) Resolver o sistema Az = b, onde b= (0, =7, —5)t, usando a decomposicao LU.
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Exemplo - resolugdo

a)
det(A;) =520
det(A,)= 120

b). Lo /5 2 1\
Primeira linha de U: U= ( 0 wuxp up3 J
Uy = ay; \0 0 |uzz)
Primeira coluna de L: { 1 00 \
P
= Q. L= 3/ 1 U
liy = ay/uyy \ 1/5 I3 1 )
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Exemplo - resolugdo

b)

Segunda linha de U:
Upj = Qg5 - '21U1j

0 0 u33

1 0 O
L=(3/5 1 0
1/5 I3p 1

1 00
L=|3/5 1 0
1/5 -3 1

5 2 1
U=|0 -1/5 17/5
Segunda coluna de L:
liz = (@iz-lqu12)/uzz

)
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Exemplo - resolugdo

b)

Terceira linha de U:
- i1
U3j = Q3j - Ly 'ikukj
U=

o

1 00
3/5 1 0
1/5 -3 1

)

521
1 = 31 4
11 3

2 1

0 —-1/5 17/5

0 u33

2 1
-1/5 17/5
9] i3

Exemplo - resolugdo . (‘ 21
11 3
c)
5 2 1
det(A) U=|0 -1/5 17/5
= UpyUpaUss 00 13
=13

)

L
Exemplo - resolugdo

primeiro resolvemos Ly =b:

- 1 O yi 0
Y ( it ; ) ( " ) - ( s )
1/5 -3 1 Y3 =5

Depois resolvemos Ux = y

52 1 2
—1/5 17/5 v | =
o) 13 23

0
y=| -7
-26

|




