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Problema

Estamos interessados em encontrar x € R" solugdo do seguinte problema:

f(x1, X2, ..., Xn)

0,
f2(X1,X2,...,Xn) 0

9

fo(x1, X2y ey Xn) = 0,

com f; funcdo de R" em R.
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Sistemas de equacdes nao-lineares

Seguindo as idéias do método de Newton para uma (nica equag3o,
podemos generalizar o método para resolver problemas com n equacdes.

Vamos definir

f(x1, X2, ..y Xn) VflT(X)
fa(x1, X2, ..., Xp VT (x
Flx) = .2( 1, X2 ) e J=| P (x)
fo(x1, X2, .y Xn) anT(x)
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Desenvolvimento do método de Newton

Usando a expansdo de Taylor em torno de X para a fungao F, de maneira
analoga ao que foi feito no caso de uma (nica equacio, podemos escrever

x* ~ % — J(X)LF(x).
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Desenvolvimento do método de Newton

Assim, o método de Newton para resolver sistemas de equagoes
ndo-lineares consiste em, dada uma aproximacao inicial xo da solugdo,
calcular a aproximacao

Xk4+1 = Xk — J(Xk)_lF(Xk)

a cada iteracdo k > 0, até que o critério de convergéncia seja satisfeito.
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Desenvolvimento do método de Newton

Para evitar o cilculo de J(x,) ', geralmente resolve-se o sistema

J(xi)pk = —F (xx)

em pg. Entdo, calcula-se xx41 = Xk + p«-

Para resolver o sistema linear é usada alguma fatoragdo de J(xx), como,
por exemplo, a fatoracdo LU.
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Exemplo 1

Considere o sistema de equacgdes

x>+ y? —4=0,
2X_y2: 9

que tem solugdo

x* =+/5 -1 1.236068 e y* = 1/2(v/5 — 1) ~ 1.572303.
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Exemplo 1

Lembre-se que

F(X):<x2+y22—4> . J(X):(gx Zy)
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Exemplo 1

A resolucdo desta equacdo usando o método de Newton, com aproximacao
inicial xp = (1. 1), é dada por:

J(x0)po = —F(x0)
2 H0)-(1)-(3)-(2)
a=sotm=(1)+(o7)=(1%)
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Exemplo 1

J(x1)p1 = —F(x1)
2.5 3.5 pi 0.6250
> | =~ =
2 ~-3.5 p> —0.5625
pi \ _ ( —0.013889
p? ] 7\ —0.168651

ot = (125}, (0013889 ) _ ( 1236111
2=XTPL= 75 —0.168651 } ~ \ 1.581349
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Exemplo 1

A resolucdo desta equacdo usando o método de Newton, com aproximacao
inicial xp = (1.1), é dada por:

Xk F(xx)

(1.000000, 1.000000) | (-2.000000E+00, 1.000000E+00)
(1.250000, 1.750000) | ( 0.625000E+-00, -0.562500E+-00)
(1.236111, 1.581349) | ( 0.028636E-+00, -0.028443E+-00)
( ) | (
( ) | (

1.236068, 1.572329 8.137262E—05, -8.137076E—05)
1.236068, 1.572303 6.695751E—10, -6.695747E—10)

AW NN R O x
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Exemplo 2

Considere o problema anterior e tome a aproximacio inicial xg = (—5.5).
Ao aplicarmos o método de Newton para resolver o sistema de equacdes,
obtemos o seguinte resultado:

Xk

F(xx)

OO~NOODOTA WN K- O X

(-5.00000000, 5.000000000)
(-3.62500000, 1.775000000)
(-3.26488095, -0.951869551)
(-3.23625125, 2.923954680)
(-3.23606799, 0.355233792)
(-3.23606798, -8.932068180)
(-3.23606798, -4.103736370)
(-3.23606798, -1.263301940)
(-3.23606798, 1.929944070)
(-3.23606798, -0.711795716)
(-3.23606798, 4.190445850)
(-3.23606798, 1.322973840)
(-3.23606798, -1.784568990)

('46.00000000, -35.00000000)
(1 12.29125000, -10.40062500)
( 7.56550327, -7.43581755)
(1 15.02283320, -15.02201350)
(16.59832705, -6.59832702)
(1 86.25397800, -86.25397800)
(123.31278810, -23.31278810)
( 8.06806774, -8.06806774)
(110.19682010, -10.19682010)
(16.97878910, -6.97878910)
(1 24.03197240, -24.03197240)
(1 8.22239574, -8.22239574)
(19.65682243, -9.65682243)
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Convergéncia

Suponha que F seja continuamente diferencidvel em um conjunto convexo
aberto D C R". Seja x* € D uma solu¢do ndo-degenerada de F(x) =0 e
seja {xx} a sequéncia gerada pelo método de Newton.

Entdo, quando x, € D esta suficientemente perto de x*, temos que a
sequéncia converge superlinearmente para a solugao.

Mais ainda, se F for Lipschitz continua perto de x*, a convergéncia é
quadratica.
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Dificuldades na aplicacdo do m

Apesar de apresentar convergéncia quadratica, o método de Newton
apresenta alguns inconvenientes:

@ A aproximacao inicial deve estar préxima da solugdo para que o
método tenha convergéncia.
@ E necessario calcular a derivada de F em x, em toda iteracdo k.

© No caso de sistemas com vdérias equacdes, é necessario fatorar a
matriz J(x,) para toda iteragdo k.

O Quando n é grande, pode ser muito custoso calcular e fatorar J(x).

@ Quando J(xk) € singular, o método de Newton pode ndo estar
definido.

O A raiz em questdo pode ser degenerada. Ou seja, J(x*) pode ser
singular.
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