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Introducao

Como vimos, queremos resolver o sistema linear

Ax = b.

Para isso, podemos reescrevé-lo na forma

x=Bx+g.
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O Método Jacobi-Richardson

Supondo que det(D) # 0, podemos transformar o sistema linear original
em

Ax= b =
(L+D+R)x= b =
Dx= —(L+R)x+b =

x= —D7YL+R)x+ Db,

onde B=—-D"}L+R)eg=D"1h
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O Método Jacobi-Richardson

O processo iterativo definido por

xF) = —p=1(L + R)xK) 4 D 1p

€ chamado de Método Jacobi-Richardson.
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O Método Jacobi-Richardson

Supondo que det(D) # 0 (ou seja, a;; # 0, i =1,..., n) e dividindo cada
linha de A pelo elemento da diagonal, temos

1 312/311 813/811 1 31(2 3{3
a1/ a2 1 ap/an | = a; 1 a3 | =
a31/azs  as2/as3 1 az ap 1

0 0 0 100 0 al, al
3 0 0)+{oz1o0]|+]|o0 0 a
a5 al, 0 00 1 0 0 0

Assim temos:

A =L"+1+ R*.
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O Método Jacobi-Richardson

Reescrevendo novamente o sistema, temos

Ax= b =

A*x = b* =

(L*+ 1+ R*)x= b* =
x= —(L*+ R*)x + b*,

onde —(L*+ R*)=Beb*=g.
O processo iterativo fica

XD = —(1* + R*)xF) 4 p*.
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Convergéncia

A sequéncia gerada pelo algoritmo converge?

Critério: A sequéncia serd convergente se, para alguma norma de
matrizes, ||B]| < 1.
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O Método Gauss-Seidel

Transformando o sistema

(L*+ 1+ R*)x=0b"

em

(L*+ Nx = —R*x+ b*,

temos que

x=—(L"+N7R*x+ (L* + )7 1b*.
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O Método Gauss-Seidel

O processo iterativo definido por
xFH) — (1 + TR X 4 (L + 1)L

é chamado de Método Gauss-Seidel.
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O Método Gauss-Seidel

Observe que, multiplicando
xH) = (1 + TR XK 4 (L + )b
por (L* + 1), temos

(L + NxUFD) = —Rex (k) 4 p,

Ou, ainda,

k+1) — _L*X(k+1) _ R*X(k) + b*

X(
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O Método Gauss-Seidel

Note que as componentes de x(A*1) podem ser calculadas sucessivamente,
sem a necessidade de se calcular (L* + /)7L,

Observe também que, para o célculo de uma componente de x(k*1),
usamos o valor calculado mais recentemente das demais componentes. Por
esse motivo, o Método Gauss-Seidel também é conhecido por Método dos
Deslocamentos Sucessivos.

Esse método difere do Método Jacobi-Richardson por utilizar, no célculo
de uma componente de x(k+1), o valor mais recente das demais
componentes.
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Convergéncia

Ja vimos que a sequéncia gerada pelo algoritmo converge se ||B|| < 1,
para alguma norma de matriz.

A matriz B usada no Método Gauss-Seidel é dada por

B=—(L"+1")"'R".

Vamos deduzir um critério de convergéncia a partir da norma infinito de B.
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Normas induzidas

Definicao: uma norma de matriz é dita induzida por uma norma de vetor
se ela é definida como

A
1Al = max 12X1
x#0  ||x||
Assim,
A
JAlloo = max I s
x#0 |[x]|oo

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-lsme0301 - Métodos Numéricos para Engenh

17 de margo de 2015



Convergéncia

Seja x o vetor tal que realiza 0 maximo na expressdo de ||B||~. Considere

y = Bx.

Para o Método Gauss-Seidel, temos que

B=—(L*+1)"tR"
Logo,

y=—(L"+1)"'R*x =

(L'+1y=-R'x=
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Convergéncia

Dado que y = —L*y — R*x, podemos escrever
Y1 = — alpXo — aj3x3 — apXe — .. — al  Xn,
Yo = — ayyr — ayX3 — anXe — .. — a,Xn,
* *
Y3 = — apyr — apy» — ayXs — .. —  a3Xn,
_ * * * *
yn - - an]_.yl - an2.y2 - an3y3 - - an7n—]_.yn‘

Queremos calcular ||Bx||o € sabemos que ||Bx|lococ = ||y||c0, OU s€ja,

Bx||oo = .
1Bx[lec = max |y
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Convergéncia

Assim,
n
1l = | = aioxo — ajzxs — afexa — .. — a0 = Y —ajx| =
j=2
n n
Il <D 1 =aipgl <D laglxl =
j=2 j=2
| < Z |a1;] maX!XJ! = Z a1l l1x]loo-
Jj=2
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Convergéncia

Ou seja,

n

vl < Balixlloc, com By = Z |aT;-

j=2
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Convergéncia

Fazendo os mesmos célculos para |y|, temos

n
* * * * * *
2| = | — a31y1 — ax3X3 — azgXa — ... — a1, Xn| = |—ayy1 + § —ayXj| =
Jj=3

n n
yol <[ = a5yl + D1 —abx| < lasllyal + > |a3lIxi] =
j=3 Jj=3

n
ol < 1331 1B1lIxlloo + ) |31 mjaXIXJI =
j=3

n
vl < las11BalIxlloe + Y 135l l1x]lo-
j=3
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Ou seja,

n
2l < Ballxllo, com Bp = |a3;|B1+ > |a3;l.
=3

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-lsme0301 - Métodos Numéricos para Engenh 17 de margo de 2015 19 / 34



Convergéncia

Para |y;|, temos

il = —afy1 —apy2 — ... = afi_1¥i-1 = @) jy1Xit1 — - — AjnXn| =
i—1 n
W—Z auyJ+Z 5| < DI ayl+ Y |- apxl =
j=i+1 j=1 j=it+1
i—1 n
il <Y 1 =agllyl + > |- ajlixl =
j=1 j=it1
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Convergéncia

i—1 n
il <31 = alBjlixlles + Y | = afl max|x;| =
j=1 j=it1 !

i—1 n
il <D 1= a§lBilxllee + > [ = afllxlloo-
j=1

j=it1
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Convergéncia

Portanto,

il < Billx]loo

com

Bi = Z|a,,|@ + Z EriE

j=i+1
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Convergéncia

Assim, temos que

p— p— H < H
1Bxlloc = llylloo = max |yi| < max fiflx|loc =

|| Bx|| oo
IX]loo ~ 1<i<n’”

Como x foi escolhido de modo que

oo — ’
[[x]o

temos que

< i
[Bllec < 1??5,,5’
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Convergéncia

Se

max (§; <1
19,9@ ;

temos que ||B|lo < 1 €, portanto, estard satisfeita uma condi¢3o suficiente
de convergéncia.

Este é o Critério de Sassenfeld.
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Critérios de Co ncia

O Método Gauss-Seidel converge se

@ O Critério de Sassenfeld for satisfeito, ou seja, se

max §; <1
1§i§nl6’ ’

i—1
com B = > 1 |alBi + > |kl
@ O critério das linhas for satisfeito, ou seja, se

n

max E lag| < 1.
1<i<n, —~ .
J=L#

@ A matriz dos coeficientes do sistema linear for estritamente diagonal
dominante.
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Resolva o sistema linear

5 + x2 + x3 =
3x1 + 4 + x3 =
3x1 + 3x» + 6x3

o o

utilizando o Método Gauss-Seidel, com ponto inicial x(©) = (0,0,0)7 e
erro menor ou igual a 1072,
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Primeiramente, vamos verificar se o Método Gauss-Seidel tem
convergéncia garantida para a resolu¢do do sistema.

e Como |ax| =4 # 3+ 1 = |ax1| + |a23|, a matriz de coeficientes ndo é
estritamente dominante.

o Como maxi<i<s Y iy i |aj| = max{0.4,1.0,1.0} =1.0 £ 1, 0
critério das linhas também n3o é satisfeito.

@ Vamos, ent3o, verificar se o Critério de Sassenfeld é satisfeito.
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A matriz de coeficientes é dada por

5
A=1 3
3

w b~ =
O ==

Dividindo cada linha pelo elemento da diagonal, temos

1.00 0.20 0.20
A*=1 075 1.00 0.25
0.50 0.50 1.00
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Lembrando que

Zlaulﬁﬂr Z |31,

j=i+1
temos

B1 = |aly| + |ats] = 0.20 + 0.20 = 0.40,
Bs = |ab, |81 + |a%s| = 0.75(0.40) + 0.25 = 0.55,

B3 = |a3,|B1 + |a%,] 82 = 0.50(0.40) + 0.50(0.55) = 0.475.
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Assim,

max{ 1, 52, B3} = max{0.40,0.55,0.475} = 0.55 < 1.0.

Logo, segundo o Critério de Sassenfeld, o Método Gauss-Seidel converge.
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Vamos, ent3o, aplicar o Método Gauss-Seidel:

D= o20xk — 020k 4+ 1.00,
S = o) 02sxk 4 150,
D= = osoxETY — os0xY 1+ 0.00.

A partir de x(®) = (0,0,0)7, temos

= — 020(0.00) — 020(0.00) + 1.00 =  1.000,
D=~ 0.75(1.00) + 0.25(0.00) + 150 =  0.750,
X§k+1) = — 0.50(1.00) — 0.50(0.75) + 0.00 = -0.875.
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Calculando o erro:

Eaps = || — x|, = 1.000 > 102.

CIx® — x|, 1.000

el = = =1.000 > 1072,
o x| 1.000
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Como o erro ndo foi satisfeito, continuamos o processo iterativo:

L k] 0] 1 2 3 4
X" 1 0.0000 | 1.0000 | 1.0250 | 1.0513 | 1.0532
x$¥ || 0.0000 | 0.7500 | 0.5125 | 0.5194 | 0.5138
x$¥ [ 0.0000 | -0.8750 | -0.7688 | -0.7853 | -0.7835

E.ps - | 1.0000 | 0.2375 | 0.0263 | 0.0056
Erel - | 1.0000 | 0.2317 | 0.0250 | 0.0053

Marina Andretta/Franklina Toledo (ICMC-lsme0301 - Métodos Numéricos para Engenh 17 de margo de 2015 33 /34



Como

[x*) — x| 0.0056
x|  1.0532

E.e = ~ 0.0053 < 1072,

paramos o processo iterativo e devolvemos x(*) como solucio aproximada
do sistema.
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