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Caso discreto

m Vamos inicialmente considerar o caso em que sabemos
a fungdo a aproximar em apenas alguns pontos:

X Xy X X3 X

fO) | fx)  flxz)  flxs) . f(Xrm)
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Exemplo grafico

Vemos que os pontos parecem uma reta.
A pergunta é: qual a melhor reta que os aproximaria ?
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Reta (regressdo linear)

f(x) # g(x) = a;95(x) + a,g,(x)

f(x) # g(x) = a;x + a;

91(X) :_X tarefa: escolher a, e a, de modo
9a(x) = 1 que o erro seja minimol!
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Minimos quadrados

m Como vimos, usamos os "minimos quadrados".

Min 37 4 e(azi)z

Min 37 (f (@) — g(a))?

E queremos o minimo em referéncia aos parametros q, e a,

Do cdlculo diferencial, se a fungdo e(a;,a,) = 2i.i™ e(x;)?
tem minimo, entdo:



" J
Derivando em relagdo a q,

e = gy (S7y e(2)?)
= 2 (S (are; + a2 — £(2))?)
= > 1 2(a1z; + a2 — f(z))z;
=2a1 X 22 +ap X 2| - 2 [ @if(2)] =0
Assim:

) (Cmy2?)ar 4+ (X0 ) ap = X i f ()
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Derivando em relagdo a a,

gaEQ — 822 ( i—1 () )
= 7= (2 (agw; + ag — f(2))?)
= > 2(a1x; + ax — f(x;))
[alzz 1$z+m-a2—2?%:1f($i)] =0
Assim:

i) ( i )al-l-m ap = 3270 1 f(x;)
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Sistema

m Portanto, os parametros que minimizam E(aq,,a,)
obrigatoriamente respeitam o sistema abaixo:

~
( ?1:13%'2)@14-( ?Llwi)a2= i1 @i f (@)

(S 2i) ay +m - ap = Ty (@)

~

Sistema de equagoes normais.
Note que a matriz A é simétrica e definida positiva
(podemos aplicar Cholesky)

pode-se provar que o ponto obtido realmente minimiza a fungdo
E(allGZ)
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Exemplo

m Obter a reta que melhor ajusta os dados:

X

0 1 2 3 4

f(x)

Solugdo:

098 -301 -699 -1101 -15

Como vimos, a reta g(x) = a;x + a, que melhor se ajusta
é aquela cujos pardmetros resolve o sistema:

/

(T 2?) a1 + (S0 27) ap = T2y 2 ()

(S 2i) ay +m - ap = Ty (@)

~
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Exemplo (solugdo)

Sistema:

[Z]%—lmzz Zk 1377,]:[ ]!Zk 1f($z)$z]
2h= a2

1 Lq S Zk 1 f(x;)
Xi f(xi) Xif2 f(xi)xi

0.00 0.98 0.00 0.00

1.00 -3.01 1.00 -3.01

2.00 -6.99 4.00 -13.98

3.00 -11.01 9.00  -33.03

4.00 -15.00 16.00 -60.00

soma: 10.00  -35.03 30.00 -110.02
[30 10] _ [al ] [—110.02] a, = -3.9960
10 5 ao —-35.03 a, = 09860
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Exemplo (solugdo)

Logo:

f(x) # g(x)=-3.9960 x + 0.9860

Erro:
e(x,)? = (f(0)-g(0))? =0.0000
e(x,)? = (f(1)-g(1))? =0.0000
e(x3)? = (f(2)-g(2))? = 0.0003
e(x,)? = (f(3)-g(3))? =0.0001
e(x5)? = (f(4)-g(4))? = 0.0000
>..12 e(x:)? = 0.0004
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Outras fungoes

m Obviamente, nem toda fungdo que desejaremos
aproximar serd uma reta.

m Por exemplo:

A

Nesse caso: g(x) = a;95(x) + a,9,(x) + a3g3(x)

91(x) = X2, gp(x) = x e g3(x) = 1
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Caso geral:

g(x) = a194(X) + a,g,(X) + ... + a,g,(x)

Procedendo de maneira andloga, temos que derivar a
fungdo de erro parcialmente em relagdo a cada um dos n
pardmetros e igualar a zero (condigdo necessdria para
que seja um ponto de minimo):

S8 = 0 = (X1 g1(x)g1())ar+(X g 92(2:) g1 (x))an...+
+...+ (Z;n:l gn(mz)gl (xz))an = 7;:1 f(mz)gl (xz)

OE — 0 = (21, 91 () g2(2:)) a1+ (X1 1 g2(xi)g2(%))as..+

daq
+.. + 0 gn(x)go(i))an = Y12 f(i)go(x;)
G2 =0« (21 g1(@)gn(@))a1+(1y 92(2)gn(@i))az ..+

_|__|_(sz71:1 gn(%)gn(%))an — (Z:n/:l f(xz)gn(xz)
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Sistema

m E obtemos o sistema:
p

(2imy g1(@i)gi (@) ar+ (222, g2(@i) g1 (@) az...+ (D2, gn(@i)gr(@i))an = 222, f(@i)g (i)
(Zm 1 g1(2;)ga(; J)a-1+(2’“ 1 Galx;) g2 (2, ))ﬂ'Q---+(Z:;1 GnlTi)g2(2;))a, = Zm fla)ga(a;)

(Z 191(/E Jgﬂi( JJa1+[Z:11 92(’3@)9’?1(’32))&24'(2 19}1( )gn Jjaﬂ — Z f(ﬂi‘ J.gﬂ( J

"
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Exemplo

mConsidere a funcdo f(x) definida conforme a tabela:

X -2 -1 0 1 2 3
f(x)| 1901 399 -100 401 1899 4500

ao tragarmos o grafico, vemos que os pontos se
assemelham a uma pardbola. Encontre, pois, o polinomio
de grau dois que melhor se ajusta aos pontos.

g(x) = a;x* + aX + a3

istoé: g;=x% g,=x egz-=1
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Exemplo (solugdo)

m Temos o sistema de equagoes normais:
@a 2 S]] [ st
SO 2P Y9 as 51 f@)m

2
Zz 143 Zz 1 Li

a3 | | Z?:lf(x’l,) |

2.i-1° 93(%;) ga(x;)

2-1° 91(%;) 91(x;)

e assim por diante...




Numericamente
Xi Xi"2 Xi"3
-2.00 4.00 -8.00
-1.00 1.00 -1.00
0.00 0.00 0.00
1.00 1.00 1.00
2.00 4.00 8.00
3.00 9.00 27.00
soma: 3.00 19.00 27.00
(115 27 19 ] [ aq |
27 19 3 | = | ao
19 3 6 | a3 |

xi™ f(xi)

16.00
1.00

0.00

1.00
16.00
81.00
115.00

565
134.98
90.00

19.01
3.99
-1
4.01
18.99
45.00
90.00

xif(xi) Xi"2f(xi)

-38.02 76.04
-3.99 3.99
0 0
4.01 4.01
37.98 75.96
135 405
134.98 565.00
01 - 50893
. a,=00515
a, = -1.1403



" A
Fungdo g(x)

= g(x) = 5.0893x2 + 0.0515x - 1.1403

s Nenhuma outra fungdo quadrdtica apresentard um
menor erro quadrdtico para aqueles pontos.



