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Fatoracao de matrizes

Como vimos, o Método de eliminacdo de Gauss usa O(n?) operacdes para
transformar um sistema em outro sistema triangular inferior equivalente.

Para resolver este sistema linear equivalente, s3o usadas O(n?) operacdes
com o Método de substituicao regressiva.

Uma maneira de resolver um sistema linear Ax = b é fatorar a matriz A,
ou seja, escrevé-la como o produto de duas outras matrizes.
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Fatoracao de matrizes

Um caso de interesse é quando a matriz A é decomposta em A = LU, com
L matriz triangular inferior e U triangular superior. Esta fatoracao é
chamada de fatoracdo LU.

De posse destas matrizes L e U, o sistema original Ax = b pode ser
facilmente resolvido.

Note que Ax = LUx = b. Entado, primeiro resolvemos o sistema Ly = b,
usando o Método de substituicdo regressiva. Em seguida, com y
conhecido, resolvemos o sistema Ux = y, usando o Vétodo de
substituicdo progressiva.
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todo de eliminacao de Gauss

Antes de analisarmos em que casos é possivel fazer esta fatoracdo e como
ela pode ser feita, analisemos o caso em que o Método de eliminacao de
Gauss pode ser aplicado sem que nenhuma troca de linhas seja necessdria.

O primeiro passo do Método de eliminacdo de Gauss consiste em efetuar,
para cada j = 2,3, ..., n, as operacoes

(Ej — mpE1) — (),

em que
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Método de eliminac3o de Gauss

Estas operagdes fazem com que o sistema equivalente calculado tenha
elementos nulos em todas as linhas abaixo da diagonal da primeira coluna.

Executar estas operagbes é equivalente a multiplicar a matriz original A, a
esquerda, pela matriz

1 00 0

—myi 1 0 0

M(l) — —ms3i 01 0
—Mp1 0 0 1
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Método de eliminac3o de Gauss

Denotamos o produto da matriz M) pela matriz original A = A() por
A®@)_ E o produto da matriz M) pelo vetor b = b(}) por b(2),

Ou seja, temos que

AP x = MW Ax = MO p = p2),
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Método de eliminac3o de Gauss

De forma anéloga, podemos construir a matriz M(2) como sendo a matriz
identidade, com cada elemento da segunda coluna e da linha j, abaixo da
diagonal (ou seja, j = 3, ..., n), substituido por

)

Y
mjg = 7(2)
27

O produto da matriz M) pela matriz A®) tem zeros nos elementos
abaixo da diagonal das duas primeiras colunas. Ou seja,

AB®) x — MA@ — MOMD Ax = MO MDD p = M) p(2) — pB3)
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Método de eliminac3o de Gauss

De maneira geral, com a matriz A%) formada, podemos multiplici-la 3
esquerda pela matriz M%), dada por

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 . 0 0

g _ [0 010 00
B 0 ... 0 —m(k+1)k 1 00 ’

0 ... 0 —m(,,_l)k 0 1 0

0 0 —Mpk 0 01

e geramos a matriz AKT1).
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Método de eliminac3o de Gauss

Assim,

A(k+1)x — M(k)A(k)X = M(k)M(l)AX -

ME) Dy — pplk) pk) — plk+1)
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Método de eliminac3o de Gauss

O Método de eliminacdo de Gauss termina com a geracdo da matriz
triagular superior A(”),

1 1 1
R

Aln) 0 ayy ... ay,

o 0 .. aﬂﬁ)

dada por

A = ppn=1)pg(n=2) g A,
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Fatoracao LU

Lembre-se de que estamos interessados em escrever a matriz A como um
produto A = LU, com L triangular inferior e U triangular superior.

Vamos denotar a matriz triangular superior Al por U.

Vejamos agora como obter a matriz triangular inferior L.
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Fatoracao LU

Primeiramente, lembre-se que
Akt — M) ARy = MR p(k) = plk+1)
onde o produto de M%) por A(K) representa as operacdes

(Ej — mixEx) — (Ej),

para j=k+1,....n.
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Fatoracao LU

A matriz inversa de M(K), que denotaremos por L(K), é dada por

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 00
K= 8 8 ’"(k1+1)k 2 8 8
0 0 m(n5—1)/< 0 10
0 0 mp O 1
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Fatoracao LU

Note que

L@ =2 =1y =
L)@ (0=2) (=) pgp(n=1) pp(n=2) g2 pp(1) A =

(MOY=L (M@Y= (M=) = (M=) =1 pg(n=D) pg(n=2) @D A = A
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Fatoracao LU

Como

1 0 0 0
mo1 1 e 0 0
L=1W@ (1) -
m(,,_l)l m(n_1)2 cee 1 0
Mmp1 Mmp2 <o+ Mp(n-1) 1

é triangular inferior, denotaremos L = (@) g (n=1)

Assim, LU = A.
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Fatoracao LU

Teorema 1: Se o Método de eliminacdo de Gauss puder ser aplicado ao
sistema linear Ax = b, sem trocas de linhas, entdo a matriz A pode ser

fatorada como o produto de uma matriz triangular inferior L e uma matriz
(7)
a..

triangular superior U, tal que A= LU, com mj; = <5,
i
1 0 ...0 L S
2 2
[ m.21 ]. 0 . U= O ag.z) ag.n)
mp1 Mpo 1 0 0 357’,1,)
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Considere o sistema linear

X1 + X + 3x4 = 4,
2x1 + x — x3 + xx = 1,
3x1 — X2 — x3 + 2x¢4 = -3

—x1 + 2x + 3x3 — Xy = 4.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0500 - calculo numérico 11 de abril de 2012



Ao aplicar o Método de eliminacdo de Gauss, executamos as operagoes
(E2 — 2E1) — (Eg), (E3 — 3E1) — (E3), (E4 — (—l)El) — (E4),

(E3 —4Ex) — (E3), (Ea — (—3)E2) — (E4) para obter o seguinte sistema
equivalente

X1 + Xx + 3x3 = 4,
— X2 — X3 — 5X4 = —7,
3X3 + 13x4 = ]_37

13x, = -—-13.
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Os multiplicadores mj; e a matriz triangular superior produzem a fatoragdo

1 1 0 3
2 1 -1 1
A= 3 -1 -1 2|~

1 2 3 -1

1 000 1 1 0 3

2 100 0 -1 -1 -5

3 410 o o 3 13| LY

1 301 0 0 0 —13
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Exemplo

Esta fatoracao permite que qualquer sistema linear, envolvendo a matriz
A, seja facilmente resolvido.

Por exemplo, para resolver o sistema

Ax=LUx=b=

definimos Ux = y.
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Entdo, resolvemos o sistema

1 000 » 4
| 2 100 vl | 1

bry=1 3 41 0 vs | | =3 |’
-1 -3 0 1 Vva 4

obtendo a solucdo

1= 47 Yo = —7, y3 = 13, Y4 = —13.
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Em seguida, resolvemos o sistema

1 1 0 3 X1 4

Ux — 0O -1 -1 =5 X2 _ -7
0 0 3 13 X3 13 |’
0 0 0 -13 X4 —13

obtendo a solu¢ao para o sistema original

X1:—]_7 X2:2, X3:0, X4:1.
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Fatoracao LU

Para que a fatoracdo LU seja lnica, usamos o Método de Dootlitle, que
exige que os elementos da diagonal da matriz L sejam iguais a um.

Outras formulagdes s3o possiveis, mas apresentaremos o algoritmo apenas
para esta.
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Fatoracao LU: dadas a dimensdo n e uma matriz A, com n linhas e
colunas, devolve uma matriz triangular inferior L e uma superior U, tais
que A = LU, ou emite uma mensagem de erro.

Passo 1: Faca L<-0e U<« 0. Paraj=1,...,n, faga [;; + 1.
Passo 2: Para j =1,...,n, faga uyj < ayj. Se u;; = 0 entdo
escreva “fatoracdo impossivel’ e pare.

Passo 3: Para i =2,...,n, faca lj; < %111
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Algoritmo - continuacao

Passo 4: Parai=2,...,n— 1, execute os passos 5 a 6:
Passo 5: Faca u;; + aj; — ZL:I lixuki. Se u; = 0 ent3o
escreva “fatoracdo impossivel’ e pare.
Passo 6: Para j =i+ 1,...,n, execute os passos 7 a 8:

. . 1(,. =1
Passo 7: Faga ujj < Ty(a’J — > e likug)-

. 1 i—1
Passo 8: Faca ljj < E(a,-j — > k=1 liktki).
Passo 9: Faca up, < app — Zz;i e Ukn-

Passo 10: Devolva L e U e pare.
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Resolucdo do sistema linear

Uma vez computada a fatoracdo da matriz A = LU, a solucdo do sistema
linear Ax = b pode ser obtida resolvendo os sistemas Ly = be Ux = y.

Como a matriz L é triangular inferior, temos que

b

1= —
Y h1

e, paracada i =2,...,n,

i—1
1
Yi= F(bi - Z lijyj)-
il =1
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Resolucdo do sistema linear

Depois de calculado o valor de y, encontramos o valor de x, resolvendo o
sistema Ux = y.

Como a matriz U é triangular superior, calculamos

Yn
Xn =
Unn
e, parai=n—1,...,1,
1 n
Xi = I(y’ - E  UX5)-
ii =i+l
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Permutacao

A fatoracdo LU definida anteriormente parte do principio que n3o serdo

necessarias trocas de linhas para a aplicagdo do Método de eliminagdo de
Gauss.

No entanto, este nem sempre é o caso.

Para descrever quais alteragbes devem ser feitas no algoritmo da fatoracdo
LU para abranger os casos em que trocas de linhas s3o necessdrias, vamos
definir o que é uma matriz de permutacio.
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Permutacao

Uma matriz de permutacdo P € R"™" é obtida a partir da reorganizacio
das linhas da matriz identidade /,,.

Isso resulta em uma matriz com exatamente um elemento unitdrio em
cada linha e em cada coluna, com o restante dos elementos nulos.
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Permutacao - exemplo

A matriz

]

Il
O O =
= O O
o = O

€ uma matriz de permutagdo 3 x 3.
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Permutacao - exemplo

Se multiplicarmos qualquer matriz A € R3*3, 3 esquerda, por P, obtemos
uma nova matriz que é igual a matriz A, trocando-se a segunda e terceira

linhas:
100 ail are a3 all a2 a3
PA = 0 0 1 as1 az a3 = d31 432 as3
010 a1 ax as a1 axp axs
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Permutacao - exemplo

Analogamente, se multiplicarmos qualquer matriz A € R3*3, 3 direita, por

P, obtemos uma nova matriz que é igual a matriz A, trocando-se a
segunda e terceira colunas:

di1 412 413

a1 413 4a12
AP = | a1 ax»n a3

a1 a3 ax
d31 4d33 432

O O =

= O O

o = O
Il

d31 432 433
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Permutacao

H4a duas propriedades importantes sobre matrizes de permutacdo que se
relacionam ao Método de eliminacdo de Gauss.

Suponha que ki, ko, ..., k, seja uma permutacdo dos nimeros inteiros
1,2,...,n e que a matriz de permutacdo P seja definida por

|1 sej=k;,
Pij = 0, caso contrdrio.

11 de abril de 2012
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Permutacao

Ent3o,

@ PA permuta as linhas de A. Isto é,

akll aklg e akl,,

ak21 ak22 . akz,,
PA = } . )

aknl akng . akn,,

o P lexistee P"l=pPT.
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Permutacao e fatoracdo LU

Como vimos anteriormente, para qualquer matriz A n3o-singular, o sistema
linear Ax = b pode ser resolvido usando o Método de eliminacdo de Gauss
com possibilidade de pivotamento.

Se soubéssemos, de antem3o, quais as permutacdes necessarias para que o
Método de eliminacdo de Gauss seja aplicado, poderiamos aplicar estas
permutacdes a matriz A e, depois, aplicar o Método de eliminacdo de
Gauss sem permutacoes.
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Permutacao e fatoracdo LU

Ou seja, quando A é n3o-singular, sempre é possivel aplicar uma
permutacdo P, obtendo PA tal que é possivel aplicar o Método de

eliminagdo de Gauss sem trocas de linhas para resolver o sistema
PAx = Pb.

Isso significa que, quando A é nao-singular, é possivel calcular PA = LU.

Como P~1 = PT temos que

A=P HU=PTLU=(PTL)U.
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Permutacado e fatoracdo LU - exemplo

Considere a matriz

0 1 -1 1
1 1 -1 2
A= -1 -1 10
1 2 0 2

Como aj; = 0, ndo é possivel calcular a fatoracdo LU de A.
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Permutacado e fatoracdo LU - exemplo

No entanto, se fizermos a troca (E1) <> (E2), podemos executar as
operagdes (E3 + E1) — (E3) e (E4 — E1) — (Ea), obtendo

11 -1 2
01 -1 1
00 02
01 10
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Permutacado e fatoracdo LU - exemplo

Depois, trocamos (E3) <> (E4) e executamos a operagdo
(Es — E2) — (E3), obtendo

11 -1 2
01 -1 1
U= 00 2 -1
00 o0 2
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Permutacado e fatoracdo LU - exemplo

A matriz de permutagdo associada as trocas de linhas (E1) <> (E2) e
(E3) + (E4) é

0100
1 000
P= 0 001
0 010
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Permutacado e fatoracdo LU - exemplo

O Método de eliminacdo de Gauss sem trocas de linhas pode ser aplicado
a matriz PA, fornecendo

1 000 11 -1 2
0100 01 -1 1

PA = 1110 00 2 -1 | LU.
-1 0 0 1 00 o0 2
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Permutacado e fatoracdo LU - exemplo

Logo,

0100 11 -1 2
1000 01 -1 1

_ply—_pTIy—
A=PTLU=PTLU= -1 0 01 00 2 -1
1110 00 0 2
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Matrizes definidas positivas

Vamos agora tratar de um caso especial de matrizes: as matrizes definidas
positivas.

Uma matriz A € R"™*" & dita definida positiva se A é simétrica e, para
todo x € R", x # 0, xTAx > 0.
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Matrizes definidas positivas - exemplo

Considere a matriz simétrica

2 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 2
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Matrizes definidas positivas - exemplo

Tomando x # 0, temos

2 —1 0 X1
xTAx = ( X1 Xp X3 ) -1 2 -1 X =
0 -1 2 X3
2x1 — Xo
(x1 2 x3)| —x1+20—x3 | = 2x2 — 2x1x0 4 2X3 — 2xox3 + 2X5.
—Xo + 2X3
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Matrizes definidas positivas - exemplo

Rearranjando os termos, temos que

xTAx = x? 4 (xF — 2x1x0 + x3) 4 (x5 — 2x0x3 + X3) + x5 =
X+ (= %)’ + (e = x3)° +5 >0,

a menos que x1 = xp = x3 = 0.

Portanto, A é definida positiva.
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Matrizes definidas positivas

Verificar se uma matriz é definida positiva apenas usando a definicido pode
ser muito dificil.

Mas existem algumas propriedades que podem ser usadas.

Teorema 2: Se A € R"™" for definida positiva, entdo
e A tem inversa.
@ a3;>0,parai=1,..,n
o maxlgkd-gn |akj| S maxlg,-gn |a,~;\.

2 ae ] H
o aj; < ajjajj, I £ J.
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Matrizes definidas positivas

Embora as condicdes do Teorema 2 sejam necessdrias para determinar se
uma matriz A é definida positiva, elas ndo s3o suficientes.

Vejamos uma definicdo que nos levard a uma condigdo necessaria e
suficiente.

Uma submatriz principal dominante A, de uma matriz A, para algum k,
1 < k < n, é dada por

a11 412 ... aik

do1 a2 ... ax
A =

a1 adk2 ... dkk
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Matrizes definidas positivas

Teorema 3: Uma matriz simétrica A € R"*" ¢ definida positiva se, e
somente se, cada uma de suas submatrizes principais dominantes tiver
determinante estritamente maior do que zero.

Considere, por exemplo, a matriz simétrica

2 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 2
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Matrizes definidas positivas - exemplo

Note que

det(A;) =det((2))=2>0,
det(Ag):det<< _i _; )) =4-1=3>0

det(A3) = det(A) =4 > 0.

Assim, pelo Teorema 3, A é definida positiva.
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Matrizes definidas positivas

Teorema 4: Uma matriz simétrica A € definida positiva se, e somente se,
o Método de eliminacido de Gauss puder ser aplicado a resolucio de
sistemas do tipo Ax = b, sem que haja trocas de linhas e com os
elementos pivs sempre positivos.

Corolario 1: Uma matriz simétrica A € definida positiva se, e somente se,
A puder ser fatorada na forma A = LDLT, com L triangular inferior, com
1s na diagonal, e D matriz diagonal com elementos positivos na diagonal.

Corolario 2: Uma matriz simétrica A € definida positiva se, e somente se,
A puder ser fatorada na forma A= LLT, com L triangular inferior com
elementos ndo-nulos na diagonal.
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Fatoracao LDLT: dadas a dimens3o n e uma matriz A, com n linhas e
colunas, devolve uma matriz triangular inferior L e uma diagonal D, tais
que A= LDLT, ou emite uma mensagem de erro.

Passo 1: Faca L+ 0e D « 0.
Passo 2: Para i =1, ..., n, execute os passos 3 a 5:
Passo 3: Para j =1,...,i — 1, faca v; < [;d;.
Passo 4: Faca d;; + aj; — ZJ"-;I iivi. Se dij = 0, entdo
escreva “matriz n3o é definida positiva” e pare.
Passo 5: Para j =i+ 1,...,n, faga l; < (aJ, Z’,;II likcvic).

Passo 6: Devolva L e D e pare.
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Fatoracao de Cholesky: dadas a dimens3o n e uma matriz A, com n

linhas e colunas, devolve uma matriz triangular inferior L, tal que

A= LLT, ou emite uma mensagem de erro.

Passo 1: Faca L+ 0e D «+ 0.

Passo 2: Se a;1 < 0 ent3o escreva “matriz n3o é definida positiva” e pare.
Sen3o, faca hy < /a11.

. o ) a1
Passo 3: Para j = 2,...,n, faca [j; < Ile
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Algoritmo - continuacao

Passo 4: Parai=2,...,n— 1, execute os passos 5 a 7:

Passo 5: Faca v < ajj — ’,.(_:11 3.

Passo 6: Se v < 0, entdo

escreva “matriz n3o é definida positiva” e pare.
Sen3o, faca l;j + /v.

Passo 7: Para j=i+1,...,n, faca [; < (aj, — > /Jkl,k)
Passo 8: Faca v < ap, — Z;l lnk
Passo 9: Se v < 0, entdo escreva "matriz n3o é definida positiva” e pare.

Sen3o, faca I, + /v.

Passo 10: Devolva L e pare.
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Fatoracdes LDLT e Cholesky - exemplo

Considere a matriz definida positiva

4 -1 1
A= -1 425 275
1 275 3.50
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Fatoracdes LDLT e Cholesky - exemplo

A fatoracdo LDLT fornece a decomposicio

1 00 4 0 0 1 —025 0.25
A=IDL" = | -0.25 10 0 4 0 0 1 0.75
0.25 0.75 1 001 0 0 1
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Fatoracdes LDLT e Cholesky - exemplo

A fatoracdo de Cholesky fornece a decomposicdo

2 00 2 —0.25 0.25
A=LLT = | -0.25 2 0 0 2 0.75
0.25 0.75 1 0 0 1
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