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Pesquisa Operacional

Segundo a pagina da SOBRAPO (Sociedade Brasileira de Pesquisa
Operacional), a Pesquisa Operacional é uma “area do conhecimento que
estuda, desenvolve e aplica métodos analiticos avancados para auxiliar na
tomada de melhores decisGes nas mais variadas areas de atuacdo humana”.
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Modelagem

Uma das formas de melhorar a tomada de decisdo é modelar
matematicamente os problemas e, a partir do modelo obtido, usar
algoritmos para tentar encontrar solucGes para ele.
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Modelagem
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Modelagem

Passo Fundamental:

Ouvir aquele que lida com o problema real.
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Construindo um modelo matematico

Passo Fundamental:
Ouvir aquele que lida com o problema real.

= Passo 1: Descobrir o que deve ser determinado
(variaveis do problema).

= Passo 2: Descobrir o que esta disponivel
(dados do problema).

= Passo 3: Reproduzir os caminhos que levam a uma solugao
(equagdes)
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Classificacdo dos problemas de programacdo matematica

Quando temos um modelo que consiste em minimizar (ou maximizar) uma
funcdo que esta restrita a um conjunto de valores possiveis, temos um
problema de programacdo matematica.

Dependendo das caracteristicas do problema de programacao matematica,
algumas técnicas pode ser usadas ou nao para encontrar uma solucdo para

o problema.

As classes de problemas mais comuns siao apresentadas a seguir.
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Problemas de Programacao Linear

Minimizar (ou maximizar) c’x

sujeita a Ax=0b
x € R}
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Problemas de Programacao Linear Inteira

Minimizar (ou maximizar) c'x

sujeitaa Ax=0>
x €L
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Problemas de Programacao Linear Inteira-Mista

Minimizar (ou maximizar) c"™x+dTy
sujeitaa Ax+ By =5b
xeRT eyeZl
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Problemas de Programacao Nao-Linear

Minimizar (ou maximizar) f(x)
sujeita a ci(x)>0,iel
C,'(X) =0,ieE

xeER"feER" - RecgeR" >R
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Aplicacbes de Pesquisa Operacional

@ Inddstria de petréleo: extracdo, refinamento, mistura e distribuic3o.

@ Inddstria de alimentos: racdo animal (problema da mistura).

@ Planejamento da producdo: dimensionamento de lotes (o que, quando
e quanto produzir?).

@ Inddstria siderdrgica: ligas metdlicas (problema da mistura).

@ Inddstria de papel: otimizacao do processo de cortagem de bobinas.

@ Inddstrias de méveis: otimizacao do processo de cortagem de placas
retangulares.

@ Aplicacdes financeiras: otimizacdo do fluxo de caixa, analise de
carteiras de investimento.
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Um exemplo

Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional 2011 - Ubatuba SP

Modelo para o planejamento tatico integrado da producdo e
distribuicdo de papel e celulose (Silva et al. 2011)

3,3 milhdes de variaveis de decisdo

500 mil restricdes

Resolvido em 30 minutos (pacote CPLEX - IBM ILOG CPLEX
Optimize)

SMEO0510 - Introducdo a PO 12 de agosto de 2019 13/44



Alguns solvers

Alguns programas comerciais que resolvem problemas lineares (chamamos
de solvers):

e CPLEX / IBM ILOG: http://www-
01.ibm.com/software/integration /optimization /cplex-optimizer/

e XPRESS: www.dashoptimization.com/

e Gurobi: http://www.gurobi.com/

e General Algebraic Modeling System (GAMS): www.gams.com/

Alguns programas livres:

e GLPK / Gnu: www.gnu.org/software/glpk

e Symphony: http://www.cs.stonybrook.edu/ algo-
rith /implement/spp/implement.shtml
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Exemplo: Problema da mistura

@ Materiais disponiveis s3o combinados para gerar novos produtos com
caracteristicas convenientes.
@ Um dos primeiros problemas de otimizac3o linear implementados com
sucesso na pratica.
@ Algumas aplicacGes:
e formulacdo de racio;

e formulacdo de ligas metélicas;
e composicdo de filtros de areia.
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Problema da mistura - Racao

@ Queremos saber quais as quantidades ideais de cada ingrediente para
elaborar uma racao.

@ As necessidades nutricionais devem ser atendidas e o custo total dos
ingredientes deve ser o menor possivel.

@ Temos os ingredientes e seus custos.

@ Para fazer uma racdo para aves, é necessario uma certa quantidade
nutrientes: vitamina A (Vj4), vitamina B (V) e proteina (P).

SMEO0510 - Introducdo a PO 12 de agosto de 2019 16 /44



Problema da mistura - Racao

@ Deseja-se preparar uma racdo que contenha no minimo 7 unidades de
VA, 9 unidades de Vg e 1 unidade de P.

Ingredientes Qtde
Nutrientes Milho (M) | F. Osso (F) | Minima
Vitamina A (Va) 2 3 7
Vitamina B (Vp) 3 2 9
Proteina (P) 1 0 1
Custos (R$/kg) 65 30

e Como misturar (as quantidades) os ingredientes de modo a atender as
necessidades nutricionais e produzir uma racdo de menor custo

possivel?
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Problema da mistura - O que decidir?

Precisamos decidir as quantidades dos ingredientes presentes na mistura.

Assim, definimos as seguintes variaveis de decisao:

@ x) = quantidade de milho adicionado a mistura (kg).
@ xg = quantidade de farinha de osso adicionado a mistura (kg).
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Problema da mistura - Decidir para que?

O custo minimo seria nulo se ndo fossem as quantidades minimas de
nutrientes a serem atendidas (Vitamina A, Vitamina B e Proteina), ja que
os custos sao positivos.

Objetivo: minimizar o custo total da mistura, que é dado por:

f(XM,XF) = 65xp + 30xf.

Ou seja, devemos determinar xp e xg tal que f(xp, xg) seja o menor
possivel.
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Modelagem do Exemplo

Considere que as composicoes de vitamina A, vitamina B e Proteina na
racdo sejam satisfeitas.

Modelo Matematico:
Minimizar f(xp, xg) = 65xp1 + 30xF

sujeita a
2xpm + 3xg > 7,
3xp 4+ 2xF > 9,
Ixpy 4+ Oxg > 1,
xy > 0,xF > 0.
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Problema da mistura - Racao

X : Quantidade de milho (kg)
Xp: Quantidade de farinha de osso (kg)

Xm
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Problema da mistura - Racao

X

Vitamina A : 2 un. /kg no milho

3un. /kg na farinha de osso

2z + 3> T
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Problema da mistura - Racao

Vitamina B : 3 un. /kg no milho
2un. /kg na farinha de osso
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Problema da mistura - Racao

1 un. /kg no milho

Proteina :
Oun. /kg na farinha de osso

lay+ O0zp>1

2,33
’ 37+ 2wp > 9

12 de agosto de 2019 24 /44

SMEO0510 - Introdugdo a PO



Problema da mistura - Racao

laey+0zp> 1

65257 + 30z p = 300
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Problema da mistura - Racao

IXy+0zp>1

65237+ 30z F = 200

3,5 Xu
2+ 3xp > T
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Problema da mistura - Racao

65257+ 30z p = 187

(13/5,3/5)

: ; N 3l : : X
2+ 3xp > T
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Problema da mistura - Racao

0xp = 155

laey+0zp> 1

(zan, zr) = (1,3)
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Problema da mistura - Racao

O custo minimo da mistura é dado por f* = 155. Para atingir este valor,
devemos misturar 1kg de milho e 3kg de farinha de osso.

min 65z, + 30z g

(zar ) = (1,3)

\ Xm

SMEO0510 - Introdugdo a PO 12 de agosto de 2019 29 /44



eralizando...

Suponha que m componentes sejam relevantes para uma mistura e
dispomos de n ingredientes.

A fracdo de cada componente em cada ingrediente, a fracdo dos

componentes da mistura e os custos unitarios dos ingredientes sdo dados
por:
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Generalizando...

ingredientes composicdo desejavel
1 2 n da mistura
1] an a2 ain b
componentes :
m dml  am2 dmn bm
C1 %] Cn

@ aj: fracdo do componente i em uma unidade do ingrediente j,

i=1..mej=1..n;

@ b;: fracdo do componente i em uma unidade da mistura, i =1, ..., m;

@ ¢j: custo de uma unidade do ingrediente j, j = 1,..., n.

SMEO0510 - Introdugdo a PO

12 de agosto de 2019 31/44



Generalizando...

V" Deseja-se determinar uma maneira de misturar os ingredientes de modo
que se produza uma unidade da mistura, tenha os componentes conforme
desejado e o custo seja 0 menor possivel.

Definimos as varidveis x; = quantidade do ingrediente j em uma unidade

da mistura, j=1,...,n.

Min C1X1 + ... + CnXp
s.a a11x1 + aipxo + ... + ainxp = b1

A01X1 + apXo + ... + anXy = bo

am1X1 + am2X2 + ... + amnXn = bm
x1+x+..+x,=1
xp>0,j=1,..,n.

< minimiza custo total
< qtde do componente 1 na mistura

< gtde do componente 2 na mistura

< gtde do componente m na mistura

< uma unidade da mistura é produzida
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Generalizando...

Se, ao invés de considerarmos que uma unidade da mistura deva conter
uma fragdo b; do componente i, for considerada uma fracdo minima (r;) e
uma fracdo maxima (p;), como é o novo modelo?

Minimizar c1x1 + ... + CpXp
sujeita a r <ayixy + appxp + ... + a;pxn< p1
r Sanxy +apxe + ...+ a2nXn< P2

m <amix1 + am2x2 + ... + amnXn < pm
x1+x2+ ..+ xp =1
xi >0,j=1,...,n.
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Generalizando...

Se, ao invés de considerarmos que uma unidade da mistura deva conter
exatamente uma fracdo b; do componente i, é aceitavel uma tolerdncia
minima (t) e méxima (t;") para b;, i = 1,..., m (por exemplo, é aceitavel
ter 5% a menos de b; e 5% a mais de b;), como é o novo modelo?

x Fazendo r; =1 —t e p; = 1+ t;", por exemplo, r; = 0.95 e p; = 1.05,
parai=1,...,m.

Minimizar c1x1 + ... + Cpxp < minimiza custo total
sujeita a r x by <ayixy + apoxo + ... + appxn< p1 ok by <+ qtde do componente 1 na mistura
rp x by <agyxy + agoxo + ... + axpxn< po * by < qtde do componente 2 na mistura

rm * bm <amix1 + amex2 + ... + amnxn< pm * bm <+ qtde do componente m na mistura

xX1+x+...+xp=1 < uma unidade da mistura é produzida
xj>0,j=1,...,n
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Qutras aplicacdes - Ligas metalicas

e Ligas metélicas sdo produzidas a partir de varios insumos (lingotes de
ferro, grafite, sucatas industriais, entre outros).

e Cada insumo tem uma composicdo (quantidades de carbono, silicio,
manganés etc) e custo conhecidos.

@ A composicdo da liga é determinada por normas técnicas da
metalurgia (quantidades de carbono, silicio, manganés etc).

@ Deseja-se determinar as quantidades de cada insumo a serem

fundidas, satisfazendo as normas técnicas da metalurgia com o menor
preco final possivel.
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tras aplicacGes - Composicdo de areias para filtro

@ Areias sdo usadas na constituicdo de filtros de EstacGes de
Tratamento de Aguas de abastecimento;

o Diferentes tipos de areias com composicdes granulométricas distintas
estdo disponiveis em varios locais;

o Custos de dragagem, transporte, selecdo e preparo para utilizacdo de
cada areia variam;

@ Areias devem ser dispostas em camadas que devem obedecer
composicdes granulométricas estabelecidas por norma;

@ O problema consiste em combinar os volumes de areia provenientes de
cada local de modo a atender as especificacdes da norma, com o
menor custo possivel.
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Modelos Lineares

Neste curso vamos nos focar em problemas lineares (inteiros ou n3o).

Nos modelos de programacao linear sdo admitidas algumas hipéteses que
as grandezas envolvidas precisam obedecer:

o aditividade,
@ proporcionalidade, e

e fracionamento (ou divisibilidade).
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Exemplo: Problema da dieta

Um estudante deseja balancear os alimentos que consome no café da
manh3a de modo que minimize seu custo. Para isso, ele pretende se
alimentar de modo que consuma no minimo 130mg de célcio e no maximo
480 kcal. O valor nutritivo e o preco por porcdo dos alimentos a serem
considerados sdo dados por:

Tipo de alimento Porcdo | Calcio (mg) | Energia (kcal) | Preco (R$)
Leite Achocolatado | 100 ml 70 83 0,90
P3o de forma 100 g 25 343 0,10

Quanto de cada alimento ele deve consumir?
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Exemplo: Problema da dieta

Variaveis:
xL: por¢do a ser consumida de leite achocolatado (100ml);
xp: porc3o a ser consumida de p3o de forma (100g);

Minimizar 0,9x; +0,1xp < custo dos alimentos (R$)
sujeita a  70x; +2,5xp > 130 < quantidade miminima de célcio (mg)
83x; + 343xp < 480 < quantidade méaxima de calorias (kcal)
xL,xp € Ry
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Hipotese de aditividade

Esta hipétese pressupde que o todo é igual a soma das partes.

Por exemplo, se em 100ml de leite achocolatado encontramos 70mg de
célcio e, em 100g de p3do de forma encontramos 2,5mg do mesmo
componente, entdo na refeicio composta por 100ml de leite achocolatado
e 100g de p3o de forma ingerimos 72,5mg de célcio.

Nota: em alguns casos isso nao ocorre como, por exemplo, quando temos
reacSes quimicas.
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Hipotese de proporcionalidade

Esta hipétese pressupde que se aj; é a quantidade do componente i em
uma unidade do ingrediente j, entdo a;x; sera a quantidade do
componente i em x; unidades.

Por exemplo, se 100ml de leite achocolatado contém 70mg de calcio,
entdo 200ml de leite achocolatado contém 140mg do mesmo componente,
assim como 300ml contém 210mg.
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Hipdtese de fracionamento

Valores fraciondrios para as varidveis s3o aceitaveis.

Por exemplo, tanto podemos utilizar 1 porcdo de leite achocolatado
(100ml), como também, 0,5 porcdo de leite (50ml).
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Hipoteses de linearidade

Embora as hipéteses de linearidade possam sugerir que modelos de
otimizac3o linear tenham utilizacdo limitada, os exemplos de aplicacées
nas mais diversas areas de conhecimento e situacdes praticas indicam o
contrario.

Existem inimeros outros exemplos de aplicacdes de modelos de otimizacao
linear em diversas 4reas, como por exemplo, em engenharia (naval,
producdo, quimica, metarligica, elétrica, eletronica, computacdo, florestal,
alimentos, mecanica, mecatronica, civil, controle e automacao,
aerondutica, minas, etc.), em economia e financas, medicina, fisica,
ciéncias sociais, ecologia e esportes.
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