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Branch-and-bound 

Aula baseada em diversas fontes: 
 “Integer programming” de L. Wolsey, 1998. 
 “Integer and combinatorial optimization” de Nemhauser e Wolsey, 1988 
 Slides do curso “Optimization methods in management sciente” – J. Orlin et 

al., MIT Opencourseware 
 Slides do curso “Systems Optimization” – John Vande Vate, MIT 

Opencourseware 
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Como	resolver	problemas	combinatórios	

•  Exemplo	1:	
–  três	variáveis:	

•  x1 
•  x2 
•  x3 

•  Cada	uma	delas	pode	assumir	valores	0	ou	1.	

•  Possibilidade:	enumeração	explícita	(listar	todas	as	
soluções	possíveis	e	verificar	qual	a	melhor).		
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Exemplo	1	

•  Através	de	ramificações,	exploramos	(enumeramos)	todas	as	
possíveis	soluções.	
	Ex.:	problema	com	três	variáveis	binárias	

Wolsey, L. A., Integer Programming.Wiley-Interscience, 1998  

problemas que precisam ser resolvidos 
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Exemplo	2	
•  Um	problema	do	caixeiro	viajante	com	5	cidades	

Estagiário PAE: Guilherme Albuquerque 
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•  Para	o	problema	do	caixeiro	viajante:	

–  os	circuitos	são	representados	por	caminhos	de	n	vértices;	

–  os	nós	da	árvore	representam	os	vértices;	

–  as	 ramificações	 de	 um	 nó	 para	 outro	 representam	 as	
arestas.	

Exemplo	2	

Estagiário PAE: Guilherme Albuquerque 
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É preciso avaliar todas estas soluções 

Exemplo	2	

Estagiário PAE: Guilherme Albuquerque 
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•  Problema:	
–  Enumeração	 completa	 é	 impraticável	 quando	 o	 número	 de	
variáveis	em	um	problema	é	grande.	

• Número	de	soluções	para	o	ex1:	23	(caso	geral	2n)	
	
• Número	de	soluções	para	o	ex2:		(5-1)!	(caso	geral	(n-1)!	

•  Proposta:	
–  Fazer	mais	do	que	dividir	indefinidamente!	

•  Não só branch… mas também bound! 

Enumeração	Explícita	
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http://imgs.xkcd.com/comics/travelling_salesman_problem.png 



FMBT/ AMC 

Crescimento	exponencial	

Slides do curso “Optimization methods in management sciente” – J. Orlin et al., MIT 
Opencourseware 
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Enumeração	Implícita	

•  Objetivo	-	reduzir	o	espaço	de	busca;	
–  subconjuntos	 de	 soluções	 são	 implicitamente	 considerados	 e	
descartados	

•  Meio	–	utilizar	informação	da	solução	do	nó	corrente	para	ramificá-
lo	(ou	não	ramificá-lo);	
–  testar	as	soluções	segundo	critérios	de	eliminação.	

Estagiário PAE: Guilherme Albuquerque 
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Ideia	básica	

•  Enumeração	implícita.	

Land and Doig, Econometrica, 28, 497-520  
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Share:

Professor Ailsa Land
Emeritus Professor of Operational Research
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PAUSE: a computationally tractable combinatorial auction
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Richard, (eds.) Combinatorial Auctions. MIT Press, Cambridge, MA, USA, pp. 139-157.
ISBN 9780262033428
Minimising a linear function subject to linear, quadratic and discrete constraints
Land, Ailsa and Powell, Susan (1994) Minimising a linear function subject to linear,
quadratic and discrete constraints. Operational Research working papers, LSEOR 94.12.
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London, UK.
Computer program for Data Envelopment Analysis
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Complete list of publications
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www.zoominfo.com/p/Alison-Harcourt/1448488990 
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Alison	Harcourt	
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Land and Doig, Econometrica, 28, 497-520  
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Conceitos	básicos	
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•  Dividir	para	conquistar!	

•  Dividir:	branch	

•  Conquistar:	bounds	
–  Limitantes:	

•  Dual: Relaxação 
•  Primal: Solução Factível. 

	

Ideia	básica	–	B&B	

Estagiário PAE: Guilherme Albuquerque 
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Relaxação	

•  Ideia	básica	de	vários	métodos	(incluindo	branch-and-
bound).	Duas	condições:	

–  O	espaço	factível	da	relaxação	contém	o	espaço	factível	do	
problema	original		

–  O	valor	objetivo	da	relaxação	é	melhor	que	o	do	problema	
original	para	cada	solução	factível	possível.		
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Limitante	dual	

•  Ao	se	resolver	um	problema	de	minimização	
(maximização),	uma	relaxação	nos	fornece	um	limitante	
inferior	(superior).	
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Limitante	primal	

•  Ao	se	resolver	um	problema	de	minimização	
(maximização),	uma	solução	factível	nos	fornece	um	
limitante	superior	(inferior).	
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Partição	

IE418 Lecture 5 3

Branch and Bound

• Branch and bound is the most commonly-used algorithm for solving

MILPs.

• It is a divide and conquer approach.

• Suppose S is the feasible set for an MILP and we wish to solve

maxx2S c>x.

• Consider a partition of S into subsets S1, . . .Sk. Then

max
x2S

c>x = max
{1ik}

{max
x2Si

c>x}

.

• In other words, we can optimize over each subset separately.

• Idea: If we can’t solve the original problem directly, we might be able to

solve the smaller subproblems recursively.

• Dividing the original problem into subproblems is called branching.

• Taken to the extreme, this scheme is equivalent to complete enumeration.

3

Prof. Ted Ralphs 
http://coral.ie.lehigh.edu/~ted/files/ie418/lectures/Lecture5.pdf 
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Composição	de	limitantes		

S2 

S1 

S3 

S 

Wolsey, L. A., Integer Programming.Wiley-Interscience, 1998  

e se fosse min ? 
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Branch	and	bound	

(básico)	
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Reorganizando	as	Ideias...	
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•  Retomando	o	exemplo	da	enumeração	explícita.	
•  Ideia:	não	resolver	todos	os	nós-folha,	mas	eliminar	ramos	da	

árvore	(com	o	auxílio	de	limitantes).	

Wolsey, L. A., Integer Programming.Wiley-Interscience, 1998  
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Enumeração	Implícita	

•  Testes	para	a	eliminação	de	nós:	

–  Eliminação	por	infactibilidade	

–  Eliminação	por	qualidade	

–  Eliminação	por	otimalidade	
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Enumeração	Implícita	

•  Testes	para	a	eliminação	de	nós:	

–  Eliminação	por	infactibilidade:	

•  Se um nó apresenta infactibilidade, seus filhos 
também apresentarão! 

•  O nó deve ser podado por infactibilidade. 

–  A	árvore	de	enumeração	do	Exemplo	2	ficaria…	

Estagiário PAE: Guilherme Albuquerque 
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Enumeração	Implícita	

Estagiário PAE: Guilherme Albuquerque 
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•  Dado	um	problema	inteiro	de	maximização:	

–  S1	está	sondado	por	infactibilidade:	

Enumeração	Implícita	
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Enumeração	Implícita	

•  Testes	para	eliminação	de	nós:	

–  Eliminação	por	qualidade:	

•  Pode-se comparar o custo das soluções dos sub-
problemas; 

•  Se a solução de um dado nó for pior que uma 
solução do problema original obtida previamente, 
o seu ramo não precisa ser estendido: ele é 
descartado (podado) por qualidade. 
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Enumeração	Implícita	

•  Testes	para	eliminação	de	nós:	

–  Vamos	incluir	eliminação		
				por	qualidade	no	Exemplo	2.	

•  Suponha que uma solução foi obtida por um 
algoritmo guloso, que escolhe o caminho A, B, C, 
D e E, com valor de solução 8. 

•  Se a soma de um percurso parcial for maior ou 
igual a 8, podamos o ramo. 

Estagiário PAE: Guilherme Albuquerque 
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Enumeração	Implícita	

Estagiário PAE: Guilherme Albuquerque 
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•  Dado	um	problema	inteiro	de	maximização:	

–  S1	está	sondado	por	qualidade:	

Enumeração	Implícita	
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Enumeração	Implícita	

•  Testes	para	eliminação	de	nós:	

–  Eliminação	por	otimalidade:	

•  Análogo à eliminação por qualidade. 
•  Ocorre quando a solução de um sub-problema 

(pai) é também solução do problema original (é 
uma solução factível); 

•  Já que nenhuma solução filha supera a solução do 
pai, se em dado ramo da árvore uma solução do 
problema original foi encontrada, o nó é podado 
por otimalidade. 
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Enumeração	Implícita	

Estagiário PAE: Guilherme Albuquerque 
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•  Dado	um	problema	inteiro	de	maximização:	

–  S1	está	sondado	por	otimalidade:	

Enumeração	Implícita	
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Poda	(resumo)	

•  poda	por	otimalidade:		
	 	 	 	zt	=	max{	cx:	x	∈	St}	resolvido.	
	

•  poda	por	limitante:	

•  poda	por	infactibilidade:		
	 	 	St	=	∅

Wolsey, L. A., Integer Programming.Wiley-Interscience, 1998  
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* Max cT x 
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Comentários	

•  A	relaxação	usada	não	necessariamente	é	a	linear.	

•  Frequentemente	usa-se	a	relaxação	linear	devido,	
sobretudo,	à	eficiência	computacional	dos	métodos	
simplex	e	de	pontos	interiores.	

Slides do curso “Optimization methods” – Dimitris Bertsimas MIT Opencourseware 
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(P) z =max5x1 − x2
7x1 − 5x2 ≤13
3x1 + 2x2 ≤17

x ∈ Z+
2

Exemplo	1	

Arenales et al., 2007. 
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Exemplo	1	

Arenales et al., 2007. 
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Exemplo	1:	partição	do	problema	PI	
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Exemplo	1	

Arenales et al., 2007. 
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•  Podemos	dividir	(P1)	da	seguinte	forma:	

		
		 ⎣ ⎦ }1:{ 223 =≤∩= xxxPP

⎡ ⎤ }2:{ 224 =≥∩= xxxPP

Exemplo	1	

infactível 

Arenales et al., 2007. 
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Exemplo	1	

Arenales et al., 2007. 
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•  A	solução	de	(P4)	é	a	solução	ótima:	

Exemplo	1	

infactível 

Arenales et al., 2007. 
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Exemplo	2	

Max 15 x1 + 11,2 x2 + 17,5 x3 + 4 x4 + 3 x5 + 4,8 x6 
s.a.  5 x1 + 4 x2 + 7 x3 + 2 x4 + 3 x5 + 6 x6 <= 15 

 xi binária 
Item	 Valor	 Peso	 Valor/Peso	
1	 15,0	 5	 3,0	
2	 11,2	 4	 2,8	
3	 17,5	 7	 2,5	
4	 4,0	 2	 2,0	
5	 3,0	 3	 1,0	
6	 4,8	 6	 0,8	
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Exemplo	2	

Slides do curso “Optimization methods in management sciente” – J. Orlin et al., MIT 
Opencourseware 

Sol. Relaxada:  x1 = x2 = 1 e x3 = 6/7 
   x4 = x5 = x6 = 0 
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Exemplo	2	

Slides do curso “Optimization methods in management sciente” – J. Orlin et al., MIT 
Opencourseware 

Sol. Relaxada:  x1 = x2 = 1 e x3 = 6/7 
   x4 = x5 = x6 = 0 
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Exemplo	2	

•  Dificuldade:	

	 	A	árvore	gerada	se	aproxima	da	árvore	da	
enumeração	explícita.	

	
	 		

Slides do curso “Optimization methods in management sciente” – J. Orlin et al., MIT 
Opencourseware 
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Algoritmo	Branch-and-Bound	
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Algoritmo	

Slides do curso “Optimization methods” – Dimitris Bertsimas MIT Opencourseware 


