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Introducao

Problemas de otimizacdo tém o objetivo de encontrar um ponto étimo
(minimo ou maximo) de uma fun¢3o definida sobre um certo dominio.

Os problemas de otimizacao combinatdria sdo aqueles que tém dominio
finito.

Apesar de os elementos do dominio geralmente poderem ser facilmente

enumerados, testar todos os elementos na busca pelo melhor mostra-se
inviavel na pratica, pois o dominio é tipicamente muito grande.
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Introducao

O desenvolvimento de algoritmos de aproximagdo surgiu em resposta a
dificuldade computacional de muitos dos problemas de otimizacao
combinatdria, que sdo NP-dificeis.

Nestes casos, pode valer a pena trocar a otimalidade por uma aproximacao
de boa qualidade que possa ser eficientemente calculada.

Esse compromisso entre perda de otimalidade e ganho em eficiéncia é o
paradigma dos algoritmos de aproximagao.
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Introducao

E importante notar que um algoritmo de aproximacdo nao é simplesmente
uma heuristica: ele garante encontrar, eficientemente, um elemento do
dominio cujo valor tem uma relacao pré-estabelecida com o valor étimo.

E importante mencionar também o aparecimento de certos resultados
negativos de aproximabilidade: para alguns problemas, aproximar é tao

dificil quanto resolver.

Em termos mais técnicos, alguns problemas nao admitem algoritmos de
aproximacdo com razao melhor que um certo limiar, a menos que P = NP.
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Problemas de otimizacao

Um problema de otimiza¢do tem trés ingredientes principais:

@ um conjunto de instancias;

@ um conjunto Sol(/) de solugdes vidveis (ou factiveis) para cada
instancia /;

e uma fungdo que atribui um nimero val(S) (chamado valor de S) a
cada solucdo vidvel S.
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Problemas de otimizacao

Quando o conjunto Sol(/) das solugdes vidveis associado a uma instancia /
é vazio, dizemos que a instancia é invidvel (ou infactivel).

Um problema de minimizac3o esta interessado nas solucdes vidveis de
valor minimo, enquanto um problema de maximizacdo estd interessado nas

solucdes viadveis de valor maximo.

Quando uma dessas alternativas (minimo ou maximo) estd subentendida,
dizemos simplesmente valor 6timo e problema de otimizacao.
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Exemplo

Problema: encontrar um ciclo hamiltoniano de custo minimo em um grafo
com custos nas arestas.

Uma instancia deste problema consiste em um grafo G e uma funcio ¢
que associa um numero n3o-negativo a cada aresta de G.

O conjunto das solugdes vidveis de uma instincia (G, ¢) é o conjunto de
todos os ciclos hamiltonianos de G.

O valor de um ciclo hamiltoniano C é val(C) := > .. ¢ Ce.
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Problemas de otimizacao

Uma solugdo vidvel cujo valor é étimo é chamada solugdo étima.

O valor de qualquer das solucGes 6timas de uma instancia / serd denotado
por opt(/).

Portanto,
opt(l) := val(S5™),

em que 5* é uma solugdo étima de /.
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Algoritmos de aproximacgao

Considere um problema de otimiza¢do em que val(S) > 0 para toda
solucdo vidvel S de qualquer instancia do problema.

Seja A um algoritmo que, para toda instancia vidvel | do problema,
devolve uma solu¢do viavel A(/) de /.

Se o problema é de minimizacio e
val(A(1)) < aopt(l)

para toda instancia /, dizemos que A é uma «-aproximacgao para o
problema.
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Algoritmos de aproximacgao

Dizemos que o é uma razdo de aproximac¢do do algoritmo.

E claro que « > 1, uma vez que o problema é de minimizac3o.

No caso de problema de maximizac3do, basta refazer a definicdo com
val(A(1)) > aopt(l).

E claro que, neste caso, 0 < a < 1.
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Algoritmos de aproximacgao

Uma 1-aproximac¢do para um problema de otimizacdo é um algoritmo
exato para o problema.

Observe que um algoritmo A é uma a-aproximagdo para um problema de
minimizagdo (maximiza¢do) se « é um limitante superior (inferior) para a
razdo entre val(A(/)) e opt(/) para uma instancia arbitraria / do problema.

Como o valor de opt(/) é, em geral, tdo dificil de calcular quanto uma

solucdo 6tima do problema, para demonstrar que um algoritmo é uma
a-aproximagdo é essencial ter bons limitantes para o valor de opt(/).
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Notacdo basica

Dada uma func3o ¢ que associa um numero a cada elemento e de um

conjunto finito E, denotamos por ¢(F) a soma dos valores de ¢ nos
elementos de F C E:

c(F) = Z cf.

feF
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Problema de Escalonamento

Um problema bastante conhecido nos contextos de produc3o industrial e
de sistemas operacionais é o de escalonamento (scheduling) de tarefas em
maquinas.

Estamos interessados em uma das versdes mais simples do problema:
dadas m maquinas idénticas e n tarefas com tempos de execucdo
pré-determinados, encontrar uma atribuicdo das tarefas as maquinas que
minimize o tempo maximo de operacdo de qualquer uma das maquinas
(makespan).
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Problema de Escalonamento

Formalmente, o problema do escalonamento em mdaquinas idénticas
(multiprocessor scheduling problem) consiste no seguinte:

Problema ESCALONAMENTO(m, n, t): dados inteiros positivos m, n e um

tempo t; em Q> para cada i em {1, ..., n}, encontrar uma parti¢do
{My, ..., Mp} de {1,..., n} que minimize max; t(M;).
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Problema de Escalonamento

De acordo com nossa notagdo, t(M;) := ZieMj t.

Dizemos que uma particdo de {1,...,n} em m blocos é um escalonamento
e que o niimero max; t(/V;) ¢ o custo do escalonamento.

Com essa terminologia, o problema pode ser formulado como: dados m, n
e t, encontrar um escalonamento de custo minimo.
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Problema de Escalonamento

Este problema é NP-dificil mesmo para duas maquinas, ou seja, quando
m=2.

O primeiro algoritmo de aproximacdo para o problema foi descrito e
analisado por Graham e usa um critério muito simples: alocar as tarefas
uma a uma, destinando cada tarefa a3 maquina menos ocupada.

Por esse critério, a escolha da maquina que vai receber determinada tarefa

nao depende dos tempos das tarefas que ainda nao foram atribuidas a
nenhuma mdquina.
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Algoritmo de aproximacao para ESCALONAMENTO

Algoritmo ESCALONAMENTO-GRAHAM(m, n, t):

para j de 1 a m, faga M < 0);

para i de 1 a n, faca

faca My < M, U {i};

1
2
3 seja k uma maquina tal que t(My) é minimo;
4
5 devolva {My,..., M}
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Algoritmo de aprox. para EESCALONAMENTO - exemplo

Considere uma instancia do problema ESCALONAMENTO com
@ 3 maquinas (m = 3),
o 7 tarefas (n=17) e
e t;, i=1,...,7, dados por

tih b t3 ty tg tg ty
4 2 1 5 9 2 6
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Algoritmo de aprox. para EESCALONAMENTO - exemplo

th b t3 tg tsg tg ty
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Algoritmo de aprox. para EESCALONAMENTO - exemplo
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Algoritmo de aprox. para EESCALONAMENTO - exemplo
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Algoritmo de aprox. para EESCALONAMENTO - exemplo

v
v
M (5]
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Algoritmo de aprox. para EESCALONAMENTO - exemplo

[ f ]
A

Ms | t3 | ta
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Algoritmo de aprox. para EESCALONAMENTO - exemplo

My [ tp | ts

Ms | t3 | ta
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Algoritmo de aprox. para EESCALONAMENTO - exemplo

M | ty | t6 |
My [ tp | ts
Ms | t3 | ta
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Algoritmo de aprox. para EESCALONAMENTO - exemplo

M|t |t tr |
My [t | ts \
Ms | t3 | ta
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Algoritmo de aproximacao para ESCALONAMENTO

Claramente, ao final do algoritmo ESCALONAMENTO-GRAHAM,
{Mi, ..., My} é uma parti¢do de {1, ..., n}, ou seja, um escalonamento.

H4 dois limitantes simples para o custo opt(m, n, t) de um escalonamento
6timo: o tempo da tarefa mais longa e o custo que obteriamos se
pudéssemos distribuir as tarefas por igual entre as m maquinas.

Assim, temos

n

1
opt(m, n,t) > max ti e opt(m,n,t)> p. z; ti.
=
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Outro escalonamento para o exemplo

Na instancia do exemplo, um possivel escalonamento é

My ] ty \ t7 \
Mo ’ t \ ts \ te ‘
Ms | t3 | ts \
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Outro escalonamento para o exemplo

Como

29
—Zt,— (4+2+145+9+2+6)= 5 = 9.666...

e o escalonamento obtido tem valor 10, sabemos que ele é 6timo.
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Algoritmo de aproximacao para ESCALONAMENTO

Teorema: O algoritmo ESCALONAMENTO-(GRAHAM é uma
2-aproximagdo polinomial para 0 ESCALONAMENTO(m, n, t), quando
n>m.
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Algoritmo de aproximacao para ESCALONAMENTO

Demonstracao: claramente, o algoritmo consome tempo polinomial em
n, ja que m < n. Ou seja, ele é um algoritmo polinomial.

Vamos mostrar agora que ele é uma 2-aproximacgdo polinomial para o
ESCALONAMENTO(m, n, t).

Seja 7 o valor de t(My) imediatamente antes da execu¢do da linha 4 do
algoritmo em uma iteracao qualquer.

E claro que 7 < t(M;) para todo j.
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Algoritmo de aproximacao para ESCALONAMENTO

Assim,

3+

1 m
= Z )<
m j—

Como % -7, ti < opt(m,n,t), segue que

T < opt(m, n, t).
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Algoritmo de aproximacao para ESCALONAMENTO

Assim, imediatamente depois da execu¢do da linha 4 do algoritmo, temos
t(Mk) =T+ t.
Como max; t; < opt(m, n, t), temos

t(Mk) < 20pt(m, n, t)'
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Algoritmo de aproximacao para ESCALONAMENTO

Este limitante vale no fim de cada iteracdo, ou seja, ela vale cada vez que
uma tarefa / é atribuida a uma mdaquina k. Portanto, o limitante se aplica
a cada uma das maquinas.
Logo, no fim da ultima iteragao,
max t(M;) < 2opt(m, n, t).
J

Portanto, o algoritmo ESCALONAMENTO-GRAHAM € uma 2-aproximacdo
polinomial para o ESCALONAMENTO(m, n, t), quando n > m.
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Algoritmo de aproximacao para ESCALONAMENTO

Como visto, o algoritmo processa os dados sem conhecimento prévio da
sua totalidade.

Varias situagdes reais demandam esse tipo de abordagem, como o
escalonamento de tarefas em processadores, que precisa de algoritmos
rapidos e que fornecam solugdes vidveis cujo valor seja préximo do valor
étimo (como acontece com o algoritmo ESCALONAMENTO-GRAHAM).

Esse foi o primeiro algoritmo de aproximagdo de que se tem noticia, o que
o torna um marco nessa teoria.
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Problema do caixeiro viajante

Lembre-se que um ciclo hamiltoniano é um ciclo que contém todos os
vértices do grafo.

O problema do caixeiro viajante (traveling salesman problem), denotado
por TSP, é definido da seguinte maneira:

Problema TSP(G, ¢): Dados um grafo G e um custo ¢, em Q> para cada
aresta e, determinar um ciclo hamiltoniano C que minimize ¢(C).
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Problema do caixeiro viaja

Esse é talvez o mais famoso problema de otimizagdo combinatéria, em
parte gracas as conexdes com varios outros problemas de otimizagao.

Ele é NP-dificil mesmo se c. € {1,2} para toda aresta e.

Além disso, ndo se conhece um algoritmo de aproximagdo com razao
constante para o problema.

Nos restringimos a um caso particular do TSP que admite algoritmo de
aproximagao com razao constante.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 5 de novembro de 2019 37/95



Caixeiro viajante métrico

Suponha que o grafo G é completo e temos um custo ¢;; associado a cada
par ij de vértices.

Dizemos que os custos satisfazem a desigualdade triangular se

Cik < Cij + Cik

para quaisquer trés vértices /, j e k.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 5 de novembro de 2019 38/95



Caixeiro viajante métrico

O TSP restrito ao conjunto de instancias (G, ¢) em que G é completo e ¢
satisfaz a desigualdade triangular é conhecido como problema do caixeiro
viajante métrico e serd denotado aqui por T'SPM.

Este problema também é NP-dificil. Além disso, foi provado que, a menos

que P = NP, a melhor razdo de aproximagdo polinomial possivel para este
123

problema € de {55.
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Preliminares

Antes de apresentarmos dois algoritmos de aproximac¢do para o TSPM,

precisamos de algoritmos polinomiais para resolver trés problemas
importantes:

@ arvore geradora de custo minimo;
@ circuito euleriano;

@ emparelhamento perfeito.
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Problema da arvore geradora de custo minimo

Problema MST(G, c¢): Dados um grafo G e um custo ¢, em Q> para
cada aresta e, encontrar uma arvore geradora de custo minimo.

Existem algoritmos simples e eficientes para construir uma drvore geradora
de custo minimo em um grafo conexo.

Vamos designar por MST um algoritmo qualquer desse tipo.
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Problema da arvore geradora de custo minimo

Um algoritmo para resolver este problema, com G = (V, E) um grafo
conexo, é o algoritmo de Kruskal, proposto em 1956.

Algoritmo MST-KRUSKAL(G, c):

Faca T «+ 0;

faca A+ E;

enquanto A # () e T n3o é uma arvore geradora, faca:
seja e uma aresta de A com menor custo cg;
faga A<« A\ {e};
se T U{e} ndo contém um circuito

entdo T < T U{e};

co J O Ot k= W N =

devolva T.
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Problema da arvore geradora de custo minimo

Claramente, este algoritmo é polinomial no nimero de vértices e arestas
de G.

Vejamos como ele funciona através de um exemplo.
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Problema da arvore geradora de custo minimo
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Problema da arvore geradora de custo minimo
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Problema da arvore geradora de custo minimo
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Problema da arvore geradora de custo minimo
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Problema da arvore geradora de custo minimo
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Problema da arvore geradora de custo minimo
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Problema da arvore geradora de custo minimo
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Problema da arvore geradora de custo minimo
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Problema da arvore geradora de custo minimo

N O

o
-~ 0O O 0O T W
—
—_
N
N

Temos que ¢(T) =7.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 5 de novembro de 2019 52 /95



Problema do circuito euleriano

Um circuito euleriano em um grafo ou multigrafo G é qualquer circuito
que contém todas as arestas de G.

Um multigrafo conexo G tem um circuito euleriano se e somente se cada
um de seus vértices tem grau par.

S30 bem conhecidos os algoritmos que constroem um circuito euleriano

em um multigrafo conexo sem vértices de grau impar. Vamos designar por
EULER um algoritmo qualquer desse tipo.
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Problema do circuito euleriano

Um algoritmo para resolver este problema para um grafo G conexo, com
todos os vértices com grau par, é o proposto por Hierholzer, em 1873.
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Problema do circuito euleriano

Algoritmo EULER-HIERHOLZER(G):

Faca C+ (e A« E;
seja v um vértice qualquer de G;
acrescente v a sequéncia de vértices C;
enquanto A # (), faca:
se ndo existe nenhuma aresta vw em A,
entdo escolha um vértice v de C tal que exista vw € A;
escolha uma aresta vw de A;
acrescente w depois de v na sequéncia de vértices C;
faca v < w;
faga A<+ A\ {vw};
10 devolva C.
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Problema do circuito euleriano

Claramente, o consumo de tempo do algoritmo EULER-HIERHOLZER é
proporcional ao nimero de arestas do grafo G.

Vejamos um exemplo da execu¢do do algoritmo.
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Problema do circuito euleriano

A7

f

C=(c
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Problema do circuito euleriano

.~
~

C=(ca
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Problema do circuito euleriano

~
-

C=(cad

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 5 de novembro de 2019 59 /95



Problema do circuito euleriano

~
-

C=(ca,df
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Problema do circuito euleriano

~
-

C=(c,a,d,f,c)
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Problema do circuito euleriano

~
-

C =(c,a,d,f,c)
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Problema do circuito euleriano

.~
-

C =(c,a, b,d,f,c)
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Problema do circuito euleriano

C = (c,a,b,f,d,f,c)

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 5 de novembro de 2019 64 /95



Problema do circuito euleriano

C =(c,a,b,f,ed, f, c)
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Problema do circuito euleriano

C = (c,a,b,f,e,a,d,f,c)
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Problema do emparelhamento perfeito

Um emparelhamento em um grafo G é um conjunto de arestas sem
extremos em comum, ou seja, cada vértice pertence a no maximo uma das
arestas do emparelhamento.

Um emparelhamento M é perfeito se todo vértice de G pertence a alguma
aresta de M.

O algoritmo de Edmonds, que denotaremos por EDMONDS, encontra um
emparelhamento perfeito de custo minimo em tempo O(n®), com n o
nimero de vértices do grafo.
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

Agora que ja vimos como resolver alguns problemas, vamos definir dois
algoritmos de aproximagdo para o TSPM.

A estratégia utilizada pelos dois algoritmos tem quatro passos:

© construir uma arvore geradora T de G;

@ acrescentar novas arestas a T para obter um novo grafo T’ cujos
vértices tém grau par;

© obter um circuito euleriano P em T7;

@ obter um ciclo hamiltoniano em G a partir de P.

A diferencga entre os dois algoritmos estd apenas na politica adotada para
acrescentar novas arestas a arvore T.
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

Uma 4rvore geradora de custo minimo, calculada no passo 1 da estratégia,
dd uma boa delimitagdo inferior para o valor étimo do problema
TSPM(G, ¢): se removemos uma aresta de um ciclo hamiltoniano temos
uma arvore geradora de custo n3o superior ao do ciclo.

Portanto,

opt(G,c) > c(T).
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

O passo 2 da estratégia pode ser formalizado da seguinte maneira: para
qualquer conjunto F de pares ndo-ordenados de vértices de T, seja T + F
o multigrafo (Vr, ETUF), em que ETUF denota o multiconjunto que tem
duas cépias de cada elemento de ET N F.

Como o grafo G, do qual T é uma arvore geradora, é completo, cada
aresta do multigrafo T 4+ F tem um custo bem definido.

Apds a execucdo do passo 2, temos a garantia que T’ tem algum circuito
euleriano. O passo 3 encontra um destes circuitos.
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

O passo 4 da estratégia transforma um ciclo gerador, ou seja, um ciclo que
contém todos os vértices do multigrafo, em um ciclo hamiltoniano.

Para isso, basta extrair uma subsequéncia maximal sem vértices repetidos
da sequéncia (vp, vi, ..., Vim) de vértices do ciclo gerador.
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

Algoritmo ATALHO(P):
Seja P = (vo, Vi, ey Vm, V0);
wo < W
n<0
para i de 1 a m, faca:

se vi & {wp, ..., Wp}

entdo n < n+1;
Wy < Vj;

fagca C < (wo, wi, ..., Wp, wp);

© 00 N O Ot e W N

devolva C.
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P =(c,a,b,f,e a,d,f,c)=C=(c
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P =(c,a,b,f,e a,d,f,c)= C=(ca
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P = (c,a,b,f,e a,d,f,c)= C=(c,ab
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

IN

P =(c,a,b,f,e,a,d,f,c)= C=(c,ab,f
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM
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P =(c,a,b,f,e a,d,f,c)= C=(c,ab,f,e

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 5 de novembro de 2019 77/95



Algoritmos de aproximacao para o TSPM
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P =(c,a,b,f,e a,d,f,c)= C=(c,ab,f,e
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

IN

—
@

P =(c,a,b,f,e a,d,f,c)= C=(c,ab,f,ed
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

b — ¢

VaaVans
N

f ——— e

P =(c,a,b,f,e a,d,f,c)= C=(c,ab,f,ed
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM
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P =(c,a,b,f,e a,d,f,c)= C=(c,ab,f,ed
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

b — ¢
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f ——— e

P =(c,a,b,f,e,a,d,f,c)= C=(c,ab,f,ed,c)
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

LR
N4/

P =(c,a,b,f,e,a,d,f,c)= C=(c,ab,f,ed,c)
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

Como o grafo G é completo, a sequéncia C = (wp, wa, ..., Wy, wp) define
um ciclo.

O ciclo C contém todos os vértices do grafo, pois o circuito P contém
todos os vértices.

Cada par (wj, wj41) de vértices consecutivos em C é ligado por um

segmento (Vj, Vi1, ..., Vi+p) em P. Gragas a desigualdade triangular, o
custo da aresta w;wj1 nao é maior que o custo do segmento.
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Algoritmos de aproximacao para o TSPM

Portanto, o custo do ciclo resultante C n3o é maior que o do circuito dado
P. Ou seja,

c(C) < ¢(P).

O tempo gasto por ATALHO é proporcional ao nimero de arestas do
circuito P, ou seja, ao nimero de arestas do grafo.
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Algoritmo de Rosenkrantz, Stearns e Lewis

No algoritmo descrito a seguir, apresentado em um artigo de Rosenkrantz,
Stearns e Lewis, o multigrafo T’ (passo 2 da estratégia) é obtido por meio
da duplicacdo de cada uma das arestas da arvore geradora T.

Algoritmo TSPM-RSL(G, ¢):
T + MST(G,¢);
T « T+ Er;

P < EULER(T');
C < AtaLHO(P);

(O N I R

devolva C.
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Algoritmo de Rosenkrantz, Stearns e Lewis

Evidentemente, todo vértice de T’ tem grau par e, portanto, T’ tem um
circuito euleriano.

O algoritmo EULER determina um tal circuito.
Como o conjunto de vértices de T’ é Vg, o circuito euleriano P é gerador.

O ciclo C devolvido por ATALHO na linha 4 é, ent3o, um ciclo
hamiltoniano de G.
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Algoritmo de Rosenkrantz, Stearns e Lewis

Teorema 1: O algoritmo TSPM-RSL é uma 2-aproximagdo polinomial
para o TSPM.

Demonstracao: Como P é um circuito euleriano em T + Et , temos que
c(P) =2¢(T).

Como opt(G,c) > ¢(T) e c(C) < c(P),

c(C) < c(P)=2¢c(T) <20pt(G,c).

A linha 1 do algoritmo consome tempo polinomial. As demais linhas
consomem tempo O(|V|), pois o ndmero de arestas de T’ é menor que
2|Vg|. Ou seja, o algoritmo TSPM-RSL ¢é polinomial.
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Algoritmo de Christofides

O algoritmo de Christofides acrescenta a arvore geradora um
emparelhamento perfeito no subgrafo de G induzido pelos vértices que
tém grau impar em T.

Algoritmo TSPM-CHRISTOFIDES(G, ¢):

T «+ MST(G,c);

Seja | o conjunto dos vértices de grau impar de T;
M <+ EpmonDs(G|[/], ¢);

T « T+ M;

P < EULER(T');

C < AtaLnO(P);

N O Ot e W N

devolva C.
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Algoritmo de Christofides

Como M é um emparelhamento perfeito em G[/], todo vértice de T + M

tem grau par e, portanto, o multigrafo T’ na linha 4 tem um ciclo
euleriano.

O ciclo é gerador pois T é geradora.

Na linha 6 do algoritmo, C é um ciclo hamiltoniano de G.
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Algoritmo de Christofides

Teorema 2: O algoritmo TSPM-CHRISTOFIDES é uma %-aproximac;éo
polinomial para o TSPM.

Demonstracao: Precisamos mostrar que C tem custo no maximo
3
50pt(G, c).

Temos que ¢(C) < ¢(P). Além disso,
c(P)=¢(T")=¢c(T) + c(M).
Como opt(G,c) > ¢(T), temos que

c(C) < c(T)+ c(M) < opt(G, c) + c(M).
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Algoritmo de Christofides

Precisamos mostrar agora que
1
c(M) < §opt(G, c) = opt(G,c) > 2¢c(M).

Seja C* uma solugdo Stima para o TSPM.
Note que, como / é o conjunto de vértices de grau impar de T, |/| é par.

Sejam uy, Uy, ..., Ur 0s vértices de / na ordem em que aparecem em C*.
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Algoritmo de Christofides

Como G é completo, a sequéncia D := (uy, Uy, ..., Uk, u1) é um ciclo em

G[I].

Em outras palavras, D pode ser obtido de C* pela substituicio de cada
segmento de C* que liga u; a uj;1 pela aresta ujuj 1 de G.

A desigualdade triangular garante que c(D) < ¢(C*).
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Algoritmo de Christofides

Além disso, como D tem comprimento par, Ep é a unido de dois

emparelhamentos perfeitos em G[/] mutuamente disjuntos, digamos M’ e
M.

Como M é um emparelhamento perfeito de custo minimo,
2¢(M) < (M) + c(M").

Logo,

2¢(M) < ¢(M') + c(M") = ¢(D) < ¢(C") = opt(G, c),

como gostariamos.
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Algoritmo de Christofides

A linha 3 consome tempo O(|V¢|?), enquanto que as demais linhas
consomem tempo polinomial no nimero de vértices e arestas de G.

Portanto, o algoritmo TSPM-CHRISTOFIDES é polinomial.

Proposto em 1976, TSPM-CHRISTOFIDES é ainda o melhor algoritmo de
aproximacgdo conhecido para o TSPM.

O algoritmo TSPM-RSL pode ser uma boa alternativa, ja que ele
consome menos tempo que o TSPM-CHRISTOFIDES e é bem mais
simples, pois n3o envolve a determinacdo de um emparelhamento perfeito
de custo minimo.
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