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Programacido Linear Inteira (Mista)

Nos exemplos vistos até agora, nossos modelos foram todos de
Programacdo Linear. As varidveis poderiam assumir valores reais, desde
que satisfizessem as restricGes impostas.

Em alguns casos, precisamos impor que as varidveis assumam apenas
valores inteiros. Neste caso temos um problema de Programacao Linear
Inteira. Se apenas algumas varidveis precisarem ser inteiras, temos um
problema de Programacao Linear Inteira Mista.

Na primeira aula, vimos o seguinte exemplo de Problema da Mistura para
montar uma racdo para aves.
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Exemplo: Problema da mistura - Racao

@ Queremos saber quais as quantidades ideais de cada ingrediente para
elaborar uma racao.

@ As necessidades nutricionais devem ser atendidas e o custo total dos
ingredientes deve ser o menor possivel.

@ Temos os ingredientes e seus custos.

@ Para fazer uma racdo para aves, é necessario uma certa quantidade
nutrientes: vitamina A (Vj4), vitamina B (V) e proteina (P).
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Exemplo: Problema da mistura - Racao

@ Deseja-se preparar uma racdo que contenha no minimo 7 unidades de
VA, 9 unidades de Vg e 1 unidade de P.

Ingredientes Qtde
Nutrientes Milho (M) | F. Osso (F) | Minima
Vitamina A (Va) 2 3 7
Vitamina B (Vp) 3 2 9
Proteina (P) 1 0 1
Custos (R$/kg) 65 30

e Como misturar (as quantidades) os ingredientes de modo a atender as
necessidades nutricionais e produzir uma racdo de menor custo
possivel?
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Exemplo: Problema da mistura - O que decidir?

Precisamos decidir as quantidades dos ingredientes presentes na mistura.

Assim, definimos as seguintes varidveis de decis3do:

@ x) = quantidade de milho adicionado a mistura (kg).
@ xg = quantidade de farinha de osso adicionado a mistura (kg).
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Exemplo: Modelagem

O modelo matematico pode ser dado por

minimizar  f(xp, xF) = 65xp + 30xF
sujeita a 2xp + 3xF > 7,

3xpm + 2xp > 9,

Ixpy 4 Oxg > 1,

xm 2 0,xF > 0.
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Exemplo: Programacao Linear Inteira

Suponha agora que os ingredientes pudessem ser comprados e usados
apenas em sacos, ndo mais em quilos.

Neste caso, as varidveis deveriam assumir apenas valores inteiros.
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Exemplo: Programacao Linear Inteira

O modelo passa a ser:

minimizar  f(xp, xg) = 65xp + 30xg
sujeita a 2xp 4+ 3xF > 7,

3xpm + 2xF > 9,

Ixp 4+ Oxg > 1,

xpm > 0,xg > 0.

XM, XF € 7.
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Exemplo: Programacao Linear Inteira

Neste caso particular, serd que esta restricao adicional é mesmo necessaria?
Vamos ver o que aconteceu quando buscamos a solucdo graficamente para

o problema da primeira aula, que n3o tinha a restricdo de que as variaveis
X\ € XF assumissem apenas valores inteiros.
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Exemplo: Problema da mistura - Racao

X |t

X : Quantidade de milho (kg)
Xp: Quantidade de farinha de osso (kg)

Xm
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Exemplo: Problema da mistura - Racao

Vitamina A : 2 un. /kg no milho
a 3un. /kg na farinha de osso

2z + 3> T

3,5 Xu
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Exemplo: Problema da mistura - Racao

Vitamina B : 3 un. /kg no milho
2un. /kg na farinha de osso
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Exemplo: Problema da mistura - Racao

Protefna : 1 un. /kg no milho
Oun. /kg na farinha de osso

lay+ O0zp>1

2,33
STy + 2z > 9
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Exemplo: Problema da mistura

laey+0zp> 1

65257 + 30z p = 300
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Exemplo: Problema da mistura - Racao

IXy+0zp>1

65237+ 30z F = 200

3,5 Xu
2+ 3xp > T
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Problema da mistura - Racao

65257+ 30z p = 187

(13/5,3/5)

: ; N 3l : : X
2+ 3xp > T
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Exemplo: Problema da mistura

0xp = 155

laey+0zp> 1

(zan, zr) = (1,3)
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Exemplo: Problema da mistura - Racao

O custo minimo da mistura é dado por f* = 155. Para atingir este valor,
devemos misturar 1kg de milho e 3kg de farinha de osso.

XF

min 65z, + 30z g

(zar ) = (1,3)

o

\ Xm
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Exemplo: Programacao Linear Inteira

Neste caso particular, como a solucao do problema original ja tem valores
inteiros para as variaveis, ndo precisamos impor a restricdo de que as
variaveis xg e xps sejam inteiras.

Claro que este nem sempre é o caso.

Pense no que aconteceria se a func3o objetivo neste exemplo fosse outra.
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Uso de variaveis inteiras

Em alguns casos, como vimos, precisamos impor que algumas variaveis do
modelo sejam inteiras pela prépria natureza do problema que estéd sendo
modelado.

Mas, em alguns casos, podemos usar varidveis inteiras como uma
ferramenta de modelagem.

A seguir, veremos alguns exemplos do uso de variaveis binérias (que

podem assumir somente valores 0 ou 1) para representar algumas
situacdes importantes.
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Variaveis binarias

As variaveis binarias s3o muito usadas para representar eventos que podem
ou nao ocorrer.

Nestes casos, costumamos usar uma variavel x que assume os seguintes
valores:

1, se o evento ocortre,

X = s .
0, caso contrério.
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Exemplo: Problema da Mochila

Suponha que vocé tenha uma mochila, com capacidade de peso ¢, e um
conjunto de itens 1,2, 3, ..., n, cada um com um peso p; e um valor v;.
Vocé deseja colocar na mochila o maior valor em itens, de forma que a
capacidade seja respeitada.

Para modelar este problema, vamos definir as variaveis

1, seoitem j vai para a mochila,
0, caso contrério,
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Exemplo: Problema da Mochila

O modelo fica:

maximizar vixy + Voxo + ... + VaXp
sujeita a p1x1 + poxo + ... + ppxn < C,

x1 € {0,1},

xn € {0,1}.
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Representacao de condicoes “se-entdo”

Uma forma de modelar uma condic3o do tipo “se-ent3o” é usando uma
variavel binaria. Um caso muito frequente de uso deste tipo de condicdo é
quando temos um custo fixo.

Por exemplo,

@ se temos um custo para ligar uma maquina e, depois de ligada, o
custo de producao de um produto usando a maquina é proporcional a
quantidade produzida;

@ se um salario de vendedor é fixo e, a cada venda, hd um acréscimo
proporcional ao valor vendido;

@ se vamos modelar o preco de uma corrida como a de taxi, que tem
um custo inicial fixo e é acrescentado um custo proporcional a
quilometragem andada.
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Representacao de condicoes “se-entdo”

Essas funcdes de custo fixo podem ser definidas da seguinte forma:

) s+cx, se x>0,
K(X)_{ 0, se x =0,

para uma constante s e uma constante c.

Note que esta funcdo ndo é linear, mas ela é muito parecida com uma.
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Representacao de condicoes “se-entdo”

Podemos usar uma varidvel binaria para representar esta funcio de custo
fixo.

Definimos uma varidvel y tal que y =1 se x > 0 e y = 0 caso contrério
(ou seja, se x = 0).

Desta forma, a funcdo passa a ser

K(x) = sy + cx.

Note que, como estamos tratando de custo, s > 0.
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Representacao de condicoes “se-entdo”

Agora precisamos impor uma restricio que garanta que sempre que x > 0,
y ird assumir o valor 1; e sempre que x = 0, y ird assumir o valor 0.

Note que, usando a restricdo

x < My,
para um valor de M muito grande, temos que sempre que x > 0, y deve

ser 1.

Quando x = 0, y poderia ter valor ou 0 ou 1. Mas, como estamos
minimizando o custo na func3o objetivo e s > 0, isso faz com que, na
solucdo, y = 0.
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Representacao de condicoes “se-entdo”

Outro exemplo de condicdo do tipo “se-ent3o” é o seguinte.
Suponha que 4 itens (1,2,3 e 4) podem ser produzidos em uma méaquina
denotada por k. Mas, se o item 1 é produzido em k, entdo os itens 2, 3 e

4 n3o podem ser produzidos nesta maquina.

Para modelar este caso, podemos definir as varidveis binarias

Y — 1, seoitem j é produzido na maquina k,
ik 0, caso contrério.
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Representacao de condicoes “se-entdo”

Neste caso, precisamos garantir que se xi, = 1, entdo
xXok = X3k = x4k = 0.

Definimos ent3o a variavel binaria

_J 1, seoitem 2, 3 ou 4 foi produzido na maquina k,
Y71 0, caso contririo.

Definimos, ent3o, as seguintes restricoes:

Xok + X3k + Xak < 3y,

X1k S 3(]_ — y)
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Representacao de restricoes disjuntivas

Quando colocamos restricdes em um modelo, queremos que todas sejam
satisfeitas. No entanto, em alguns casos, queremos que ou uma ou outra
restricdo seja satisfeita (e ndo as duas ao mesmo tempo).

Para representar este tipo de situacdo, também podemos usar uma variavel
binéaria.
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Representacao de restricoes disjuntivas

Digamos que temos 2 restricGes
a11x1 + aiex2 + ... + ainXn < by, (1)

a21x1 + axnxa + ... + anxn < bo, (2)

e queremos que exatamente uma delas seja satisfeita.
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Representacao de restricoes disjuntivas

Vamos definir uma variavel y tal que

~J 1, se arestricdo (1) é satisfeita,
y= 0, caso contrério.

Trocando as restricdes (1) e (2) por

ai1xi + axo + ...+ aipxn < b1 + M(l — y),
ar1Xx1 + axxo + ... + apxn < by + My,

para M suficientemente grande, temos que uma, e somente uma, das
restricGes é satisfeita.
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Representacao de outras relacoes logicas

Note que, com as ferramentas apresentadas, podemos representar diversas
relacoes légicas.

Considere o seguinte exemplo: suponha que existam 5 investimentos
financeiros e defina as variaveis binarias x; como

1, se o investimento /i é selecionado,

Xj = s
0, caso contrério.
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Representacao de outras relacoes logicas

@ Se queremos que no maximo 3 investimentos sejam selecionados,
usamos a restricao

X1+ X2 + X3+ x4 + x5 < 3.

@ Se queremos que ou o investimento 1 ou o investimento 2 seja
selecionado, usamos

x1+x <1
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Representacao de outras relacoes logicas

@ Se queremos que, se o investimento 1 é selecionado, o investimento 2
também seja, usamos

X1 < X2.

@ Se queremos que, se o investimento 2, 3 ou 4 é selecionado, o
investimento 1 também seja, usamos

X2 +x3 + x4 < 3x7.

Ou, alternativamente,

x2 < x1, x3<x1, X4 < X1
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Representacao de valores discretos

Em alguns casos, queremos que as varidveis assumam um conjunto
especifico de valores.

Por exemplo, suponha que uma varidvel x possa assumir somente os
valores {2;3;7;—-3;2,5}.

Uma maneira de representar isso em um modelo é definir varidveis binarias
Y1, Y2, V3, Ya € y5 € impor as restricdes

x=2y1 +3y2+ 7y3 —3yq + 2.5ys,

yitytyst+yst+ys =1
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