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Método Simplex

Ja vimos que se um problema de programac3o linear na forma padrdo tem
uma solucdo étima, existe uma solucao bdsica vidvel que é étima.

O método Simplex é baseado neste fato e busca por uma solugdo 6tima
movendo de uma solucdo bdsica vidvel a outra, pelas arestas do conjunto
vidvel, sempre por uma direcao que reduz o custo.

Em algum momento, uma solugdo bdasica vidvel é atingida, na qual
nenhuma das arestas leva a uma reducdo do custo. Esta solucdo bdsica
vidvel é étima e o algoritmo termina sua execu¢ao.
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Método Simplex

A partir de agora, vamos sempre considerar que o problema de
programacao linear esta escrito na forma padrdo

minimizar ¢’ x

sujeita a Ax = b,
x >0,

com P o conjunto vidvel correspondente. Supomos que a matriz
A € R™" tem linhas linearmente independentes.

Usaremos a notacao A; para a i-ésima coluna de A e a,-T sua /-ésima linha.
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Método Simplex

Muitos algoritmos de otimizac3o sdo estruturados da seguinte maneira:
dada uma solugdo vidvel, procura-se em sua vizinhangca um ponto vidvel
préximo com custo menor. Se nenhum solug¢do vidvel préxima leva a uma
reducdo de custo, temos uma solucdo étima local.

Para problemas de otimizacdo gerais, uma solu¢do 6tima local nao
necessariamente é uma solucdo étima global. Felizmente, no caso de
problemas de programacao linear, otimalidade local implica em
otimalidade global, porque estamos minimizando uma fungdo convexa em
um conjunto convexo.
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Método Simplex

Vamos agora nos concentrar em como encontrar uma dire¢do na
vizinhanca de uma solugdo bdsica vidvel que proporcione reducao do custo.

Vamos também desenvolver condicoes de otimalidade para verificar se uma
dada soluc3o bdsica vidvel é 6tima.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 10 de setembro de 2019 5/82



Direcao vidvel

Suponha que estamos em um ponto x € P e queremos sair de x, andando
em uma direcdo d € R"”. Claramente, estamos interessados em direcoes d
que ndo leve diretamente a um ponto invidvel.

Isso leva a seguinte definicdo.
Definicao 1. Seja x um elemento de um poliedro P. Um vetor d € R" é

dito uma diregdo vidvel a partir de x se existe um escalar positivo 6 para o
qual x +0d € P.
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Direcao vidvel

Sejam x uma solug3o bésica vidvel do problema na forma padrao,
B(1),..., B(m) os indices das varidveis basicas e B = (Ag(1)..-Ap(m)) 2
matriz base correspondente.

Em particular, temos que x; = 0 para toda varidvel ndo-basica e o vetor
das varidveis basicas xg = (xg(1), -, XB(m)) € dado por

xg = B7!b.
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Direcao vidvel

Considere a possibilidade de mover de x para um novo vetor x + 6d
selecionando uma varidvel ndo-bdsica x; (que comega valendo 0) e a
aumentando para um valor positivo #, mantendo as demais varidveis
ndo-basicas em 0.

Algebricamente, d; = 1 e d; = 0 para todo indice ndo-basico / diferente de
J.

Ao mesmo tempo, o vetor xg de varidveis badsicas muda para xg + fdp,

com dg = (dg(1), -+, dB(m)) © vetor com as componentes de d
correspondentes as varidveis basicas.
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Direcao vidvel

Dado que estamos interessados somente em solugdes vidveis, queremos
que A(x + 0d) = b.

Como x € vidvel, temos Ax = b. Assim, para que A(x + 0d) = b com
6 > 0, precisamos que Ad = 0.
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Direcao vidvel

Lembre-se que d; = 1 e d; = 0 para todo indice ndo-bdsico diferente de j.

Ent3o,

0=Ad = ZA,‘d,’ = ZAB(i)dB(i) + Aj = Bdg + Aj.

=1 =1

Como a matriz base B é inversivel, temos

dg = —B71A;. (1)
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Direcao vidvel

A direcdo d que construimos serd chamada de j-ésima direcdo bdasica.

Por enquanto garantimos que as restricles de igualdade s3o satisfeitas
quando nos movemos de x na direcdo d. Vejamos o que acontece com as
restricoes de ndo-negatividade.

Lembre-se que a varidvel x; é aumentada e todas as outras varidveis
nao-basicas se mantém em 0. Portanto, precisamos apenas nos preocupar
com o sinal das variaveis basicas.
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Direcao vidvel

Vamos analisar dois casos:

a) Suponha que x seja uma solugdo bdsica ndo-degenerada.
)

Entdo xg > 0. Assim, xg + 0dg > 0 para um valor de 6
suficientemente pequeno de 6 e a viabilidade é mantida.

Em particular, d é uma direcdo vidvel.
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Direcao vidvel

(b) Suponha que x seja degenerada.
Entdo d nem sempre é uma direcdo vidvel.

Note que é possivel que uma varidvel basica xB(,-% sejalea

componente correspondente dp(;) de dg = —B™"A;j seja negativa.

Neste caso, se seguimos a j-ésima direcdo basica, a restricao de
ndo-negatividade de xp(;) é imediatamente violada.
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Custo reduzido

Vamos ver agora os efeitos no custo de andar em uma direcdo basica.

Se d é a j-ésima direc3o bésica, entdo a taxa de mudanca do custo ¢’ d
ao longo da diregdo d é dada por cZ dg + ¢j, com cg = (cB(1)s > CB(m))-

Como dg = —B71A;, isso é o mesmo que G — CBTB_IAJ-. Esta quantidade
¢ importante o suficiente para ter uma definic3o.
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Custo reduzido

Definicao 2. Sejam x uma solugcdo bdsica, B uma matriz base associada
a x e cg o vetor de custos das varidveis bdsicas. Para cada j, definimos o
custo reduzido C; da varidvel x; pela férmula

= _ ~ _ ~Tp-1p
G =c¢ —cgB A

Intuitivamente, ¢; € o custo por unidade de crescimento da variavel x; e o
termo —cJ B71A; é o custo das mudangas nas varidveis bésicas
necessarias para satisfazer as restricdes Ax = b.
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Considere o problema de programacao linear

minimizar c¢x1 + Oox» + x3 + Cxa
sujeita a X1 + X + X3 + x4 = 2,
2x1 + 3X3 + dx, = 2
X1, X2, X3, Xxa > 0,

As duas primeiras colunas da matriz A sdo A; = (1,2) e Ax = (1,0).
Como elas s3o linearmente independentes, podemos escolher x; e x» como
variaveis basicas.
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A matriz base correspondente é

(1 1)

_ . X 2
Definimos x3 = x4 = 0 e, resolvendo o sistema B < Xl > = < 5 > temos
2

X1:X2:1.

Assim, x = (1,1,0,0) é uma solugdo basica vidvel ndo-degenerada.
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Uma direc3o basica correspondente a aumentar a varidvel n3o-bdsica x3 é
contruida da seguinte forma: primeiramente, definimos d3s =1e dy =0. A
dire¢do de mudanca das varidveis basicas € calculada usando a férmula (1):

d1 dp(1) ) -1
( d ) < d(2) i ’
(0 05\ (1) [ -15
1 —-05 3 ) 05 )°
Portanto, a terceira dire¢do bésica é dada por d = (—1.5,0.5,1,0).

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 10 de setembro de 2019 18 /82



Exemplo

O custo de mover de x na direcdo bésica d é cTd=—15¢c +05c0 + c.

Este é o custo reduzido da variavel xs.
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Condicoes de otimalidade

Considere agora o custo reduzido (Defini¢do 2) para o caso de uma
varidvel basica.

Como B é a matriz (AB(1)~--AB(m))v temos que B_I(AB(l)...AB(m)) =1,
com | a matriz identidade de dimens3ao m x m.

Em particular, B_lAB(,-) é a i-ésima coluna da matriz identidade,
denotada por e;.
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Condicoes de otimalidade

Portanto, para toda varidvel basica Xp(i), temos

Ea(i) = CB(i) — B B As() = ca(1) — cB & = cB() — cB()) = 0.

Ent3o, o custo reduzido de toda varidvel basica é zero.
O teorema a seguir diz respeito a condi¢les de otimalidade de um ponto.

Dada nossa interpretacdo de custos reduzidos como a taxa de mudan¢a do
custo ao longo de certa direc3o, o teorema é intuitivo.
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Condicoes de otimalidade

Teorema 1. Considere uma solucdo basica vidvel x associada a uma
matriz base B. Seja € o vetor correspondente de custos reduzidos.

(a) Sec >0, entdo x € Stima.

(b) Se x € dtima e ndo-degenerada, entdo € > 0.
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Condicoes de otimalidade

Note que o Teorema 1 admite que x seja uma solucdo basica viavel
degenerada, mas ¢; < 0 para algum indice nao-basico .

Existe um teorema andlogo ao Teorema 1 que da condi¢cGes sob as quais
uma solucdo bdsica vidvel é uma solucdo 6tima dnica.
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Condicoes de otimalidade

De acordo com o Teorema 1, para decidir se uma solucdo basica vidvel

n3o-degenerada é étima, precisamos apenas verificar se todos os custos
reduzidos s3o n3o-negativos, o que é 0 mesmo que examinar as n — m

direcbes basicas.

Se x é uma solucdo bésica vidvel degenerada, n3o existe um teste
computacionalemente simples como este para ser feito. Felizmente, o
método Simplex, que desenvolveremos a seguir, consegue lidar com isso de
uma maneira eficiente.
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Condicoes de otimalidade

Note que para usar o Teorema 1 e verificar se uma dada solug¢do bésica é
Otima, precisamos satisfazer duas condigdes: viabilidade e ndo-negatividade
dos custos reduzidos (otimalidade). Isso nos leva a seguinte defini¢cdo:
Definicao 3. A matriz base B é chamada de 6tima se:

(a) B7lb>0e

(b)y e =cT —cfBtA>0T.
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Condicoes de otimalidade

Claramente, se uma base étima é encontrada, a solucdo bdsica

correspondente é vidvel e satisfaz as condi¢cOes de otimalidade. Portanto, é
Sétima.

No entanto, no caso degenerado, ter uma solucdo basica viavel étima nao
quer necessariamente dizer que os custos sejam n3o-negativos.
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todo Simplex

Agora estamos prontos para desenvolver o Método Simplex, detalhando
como passar de uma solucdo basica vidvel a outra melhor, sempre que uma
direcdo basica de descida é descoberta.

O Método Simplex foi proposto por George B. Dantzig (1914-2005) em
1947 e foi o primeiro método prético para resolver problemas de
programacao linear. Nesta época, computadores estavam comecando a
surgir e a resolucao deste tipo de problemas se tornava importante na
pratica, devido a aplicacdes militares, econdmicas e em transportes.

Vamos supor que toda solugdo bésica vidvel é ndo-degenerada. Essa
suposicao serd relaxada (e explicitada) mais a frente.
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Método Simplex

Suponha que estamos em uma solucio basica vidvel x e que calculamos os
custos reduzidos ¢; das varidveis ndo-basicas.

Se todos eles sdo n3o-negativos, o Teorema 1 da aula sobre “condicdes de
otimalidade” garante que temos uma solu¢ao 6tima e podemos parar.

Por outro lado, se o custo reduzido ¢; de alguma varidvel ndo-b3sica é

negativo, a j-ésima direcdo basica d é uma direcdo vidvel na qual o custo
decresce (ou direcdo de descida).
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Método Simplex

Ao mover ao longo desta diregdo d, a varidvel ndo-bésica j se torna
positiva e todas as outras varidveis ndo-bdsicas permanecem em O.

Neste caso, dizemos que x; (ou A;) entra na base.

Quando comegamos a mover a partir de x ao longo da direcdo d, estamos
em pontos da forma x + 6d, com 6 > 0.

Como o custo decresce ao longo da direcdo d, queremos andar o maximo
possivel nesta direc3o.
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Método Simplex

Isso nos leva ao ponto x + 8*d, com
0" =max{# >0 | x+6d € P}.

A mudanca no custo resultante é 6*c’ d, que é o mesmo que 0*C;.
¢ 2]
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Método Simplex

Vamos agora desenvolver uma férmula para calcular 6*.

Dado que Ad = 0, temos que A(x + 0d) = Ax + §Ad = b para todo 6.
Ou seja, as restricoes de igualdade nunca s3o violadas.

Entdo, x + 6d pode se tornar invidvel somente se alguma de suas
componentes se tornar negativa.
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Método Simplex

Vamos analisar dois casos:

(a) Sed >0, entdo x + 0d > 0 para todo 6 > 0.

Como o vetor x + 6d nunca se torna invidvel, definimos 0* = co.

(b) Se d; < 0 para algum i/, a restricdo x; + 0d; > 0 se torna § < —7.

!

Esta restricio em 0 deve ser satisfeita para todo / tal que d; < 0.
Portanto, o maior valor possivel para 6 é

0" =

min <—X')
C{ildi<oy \ di)’
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todo Simplex

(b) (cont.) Lembre-se que se x; é uma varidvel ndo-bésica, entdo ou x; é
uma varidvel que vai entrar na base (neste caso, d;i = 1), ou d; = 0.

Em ambos os casos, d; é ndo-negativo.

Entdo, precisamos considerar apenas as varidveis basicas e temos a
férmula equivalente

. _ xB(,-)>
o* = min TN 2
{i=1,....m| dB(,')<0} < dB(i) ( )

Note que 6* > 0, j& que, por causa da ndo-degenerescéncia, xg(jy > 0
para todo i.
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Considere o problema de programacao linear

minimizar c¢i1x; + GXo + c3x3 + Cxa
sujeita a X1 + x + X3 + xg = 2,
2x1 + 3x3 + 4dxu
x1, Xo, Xx3, xa > 0,

|
N

ja usado no exemplo da aula sobre “condi¢bes de otimalidade”.

Como ja vimos, x = (1,1,0,0) é uma solugdo bésica vidvel ndo-degenerada
e a terceira diregdo bdsica é dada por d = (—1.5,0.5,1,0).
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O custo de mover de x na direcdo basica d é ¢"d = —1.5¢; + 0.5¢ + c3,
que é o custo reduzido €3 da variavel xs.

Suponha que ¢ = (2,0,0,0). Neste caso, temos &3 = —3.

Como &3 € negativo, consideramos vetores da forma x 4 6d, com 6 > 0.
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Conforme @ cresce, a tnica componente de x + 6d que decresce é a
primeira, ja que d; < 0.

O maior valor possivel para 6 é dado por 6* = —;‘,—1 = %
Isso nos leva ao ponto y = x + %d = (O, %, %,0).
Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 10 de setembro de 2019 36 /82



Exemplo

Note que as colunas A, e Az correspondentes as varidveis ndo-nulas de y
sdo (1,0) e (1,3), respectivamente.

Como sdo linearmente independentes, elas formam uma base e o vetor y é
uma nova solucdo basica viavel.

Em particular, a varidvel x3 entrou na base e a varidvel x; saiu.
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todo Simplex

Uma vez que 6* é escolhido, supondo que ele seja finito, movemos para a
nova solucdo vidvel y = x + 6*d.

Como x; =0 e dj = 1, temos que y; = §* > 0.

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 10 de setembro de 2019 38/82



Método Simplex

Seja ¢ um indice que minimiza (2), ou seja

_XBO) _

min (—)(B(i)) =0".
dB(() {i=1,....,m | dg(;y<0} dB(i)

Note que dg(s) < 0 e xg(y) + 0" dp(s) = 0.

Assim, a varidvel bdsica xg(,) se torna 0, enquanto a varidvel ndo-basica x;
se torna positiva, o que sugere que x; deve substituir xg(y) na base.
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Método Simplex

Ent3o, subtituimos na base antiga B a coluna Apy) pela coluna A; e
obtemos a matriz

| | | | |
AB‘(l) AB(fl) A’j AB(erl) AB‘(m)

wo]l
I

Equivalentemente, estamos trocando o conjunto de indices de varidveis
basicas {B(1), ..., B(m)} pelo novo conjunto {B(1), ..., B(m)}, cujos
indices sao dados por

=~ [ B(i), i#¢,
B(’)_{j, =2
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Método Simplex

Teorema 2.

(a) As colunas Apjy, i # ¢, e Aj sdo linearmente independentes e,
portanto, B é uma base.

(b) O vetory = x + 0*d é uma solugcdo bdsica vidvel associada a matriz
base B.
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Método Simplex

Como 6* é positivo, a nova solucdo basica vidvel x 4+ 0*d é diferente de x.

Como d é um direcao de descida, o custo da nova solucdo bdsica vidvel é
estritamente menor.

Atingimos, ent3o, o objetivo de mover para uma nova solugdo bdsica
vidvel com custo menor.
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todo Simplex

Podemos agora definir uma iterac3o tipica do Método Simplex, também
conhecida como um pivo.

Para facilitar a nota¢do, vamos definir um vetor u = (uy, ..., uUm) como
u=—dg = B7lA;
- B — \j )

com Aj a coluna que entra na base. Em particular, u; = —dp;), para
i=1,...,m.
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Uma iteracao do Método Simplex

P1. Em uma iteracdo tipica, comecamos com uma base formada pelas
colunas bdsicas Apy), ..., Ag(m) € uma solugdo bdsica vidvel x.

P2. Calcule os custos reduzidos ¢; = ¢j — cBTBflAj para todos os indices
nao-basicos j.

Se todos os custos reduzidos forem n3o-negativos, a solu¢do basica
vidvel correspondente é 6tima e o algoritmo paéra.

Caso contrario, escolha um j para o qual ¢; < 0.
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Uma iteracao do Método Simplex

P3. Calcule u= B7YA;.

Se nenhuma componente de u for positiva, temos 6* = oo, custo
6timo é —oo e o algoritmo para.

P4. Se alguma componente de u é positiva, calcule

0* = min <XB(i)> .
{i=1,...,m | u;>0} uj
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Uma iteracao do Método Simplex

P5. Seja £ um indice tal que 6* = Xif).

Monte uma nova base, substituindo Ag(y) por A;.

Se y é a nova solucdo bésica vidvel, os valores das novas varidveis
basicas sdo y; = 60" e yg(;y = xg(;y — 0" uj, para todo i # L.
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Método Simplex

O Método Simplex comeca com uma solucdo bdsica vidvel arbitraria, o
que, para problemas de programacdo linear na forma padr3o vidveis,
sempre existe.

O Teorema 3 garante que, no caso ndo-degenerado, o Método Simplex
funciona corretamente e termina em um ndmero finito de iteracdes.
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todo Simplex

Teorema 3. Suponha que o conjunto vidvel seja ndo-vazio e que toda
solugcdo bdasica vidvel seja ndo-degenerada. Entdo, o Método Simplex
termina em um numero finito de iteragées. Ao terminar, ha duas
possibilidades:

(a) Temos uma base étima B e uma solugdo bdsica vidvel associada que é
otima.

(b) Encontramos um vetor d que satisfaz Ad =0,d >0,c’d<0eo
custo 6timo é —oo.
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Método Simplex para problemas degenerados

Até este momento estdvamos supondo que todas as solu¢bes basicas sao
nao-degeneradas.

Vamos ver o que acontece se 0 mesmo algoritmo é usado na presenca de
degenerescéncia.
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Método Simplex para problemas degenerados

Neste caso, as seguintes novas possibilidades podem ser encontradas na
execuc¢ado do algoritmo:

(a) Se a solugdo biésica vidvel atual x é degenerada, 6* pode ser igual a 0,
o que faz com que a nova solucdo basica vidvel y seja igual a x.

Isso acontece se alguma varidvel xpg(y) € igual a 0 e a componente
corresponde na direcdo d, dp(y), € negativa.

Mesmo assim, podemos definir uma nova base B, substituindo AB(r)
por Aj e o Teorema 2 ainda ¢ valido.
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Método Simplex para problemas degenerados

(b) Mesmo se 0* é positivo, pode acontecer de mais de uma das varidveis
bésicas originais se tornarem 0 em x + 6*d.

Como somente uma delas deixa a base, as outras permanecem
valendo 0 e a nova solu¢do bdsica vidvel é degenerada.
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todo Simplex para problemas degenerados

Mudancas de base mesmo permanecendo na mesma solucdo bdasica vidvel
ndo é inutil, j& que uma sequéncia de mudancas de tais bases pode levar a
descoberta de uma direcdo vidvel com reducdo de custo.

Por outro lado, uma sequéncia de mudancas de base pode fazer com que o

algoritmo volte a base inicial e permaneca em um laco infinito. Este
fendbmeno é chamado de ciclagem.
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todo Simplex para problemas degenerados

Pode-se pensar que ciclagem é um evento raro, mas em varios casos de
problemas de programacdo linear que tem uma estrutura muito bem
definida, a maioria das solugdes bdsicas vidveis é degenerada e a ciclagem
€ uma possibilidade real.

Felizmente, a ciclagem pode ser evitada escolhendo com rigor as varidveis
que entram e saem da base.
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Escolha do pivo

O Método Simplex, como apresentado aqui, possui alguns graus de
liberdade.

No Passo P2, podemos escolher qualquer j com custo reduzido ¢; negativo.

No Passo P5, pode haver diversos indices ¢ que ddo o minimo usado para
definir 0* e podemos escolher qualquer um deles.

Regras para fazer essas escolhas sao chamadas de regras de pivotamento.
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Escolha do pivo

Para escolher a coluna que entra na base, as regras a seguir sdo candidatas
naturais:

(a) Escolha a coluna A;j, com ¢; < 0, cujo custo é o mais negativo.
Como o custo reduzido é a taxa de mudanca da func3o custo, esta
regra escolhe a direcdo ao longo da qual o custo tem reducdo mais

rdpida.

No entanto, a reducdo de fato do custo depende de quanto vai ser
andado nesta direcado.

Por isso, temos a préxima regra.
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Escolha do pivo

(b) Escolha a coluna Aj, com &; < 0, para a qual o decréscimo do custo
0*|cj| é o maior.

Esta regra oferece a possibilidade de atingir otimalidade depois de um
nimero menor de iteracoes.

Por outro lado, o custo computacional em cada iteracao é maior, ja
que é necessdrio calcular §* para cada coluna com ¢; < 0.

Evidéncias empiricas sugerem que o tempo do algoritmo no geral,
usando esta regra, ndo melhora.
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Escolha do pivo

Para problemas de grande porte, mesmo a regra que escolhe o ¢; mais
negativo pode ser computacionalmente custosa, porque requer o calculo
do custo reduzido para toda varidvel.

Na pratica, regras mais simples as vezes sdo usadas, como a regra do
menor indice, que escolhe o menor j tal que ¢; < 0.

Usando esta regra, ao descobrir um custo reduzido negativo n3o é
necessario calcular os demais.

Outras regras ja foram testadas, cada uma com algumas vantagens e
desvantagens.
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Escolha do pivo

Ja para escolher a coluna que sai da base, a op¢ao mais simples é
novamente a regra do menor indice: de todas as varidveis que podem sair
da base, escolha a que tem menor indice.

Uma constatacdo importante é que usando esta regra tanto para a entrada
como para a saida da base, a ciclagem pode ser evitada.
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Implementacdes do Método Simplex

Vamos agora discutir diferentes implementacdes possiveis para o Método
Simplex.

Note que os vetores BflAj sao essenciais, ja que sao usados para calcular
os custos reduzidos, as direcdes de descida e o tamanho de passo 6*.

A maior diferenca entre implementacdes do Método Simplex estd em como
sdo calculados B_lAj e como as informagdes sdo aproveitadas de uma
iteracdo para outra.
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Implementacdes do Método Simplex

Para comparar diferentes implementacdes, precisamos das seguintes
informacdes: se sdo dados uma matriz B € R™*™ e vetores b,p € R™,

@ calcular a inversa de B ou resolver um sistema linear na forma
Bx = b custa O(m3) operagdes aritméticas;

e calcular o produto Bb gasta O(m?) operacdes aritméticas;

e calcular o produto interno p' b gasta O(m) operacdes aritméticas.
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Implementacao ingénua

Primeiramente vamos discutir a implementagdo mais direta, na qual
nenhuma informac3o auxiliar é passada de uma iteracdo a outra.

No inicio de uma iteragdo qualquer, temos os indices B(1), ..., B(m) das
varidveis basicas.

Montamos a matriz B e calculamos pT = c,;—B_1 resolvendo o sistema

linear p” B = cBT, com p desconhecido.

O vetor p é chamado de vetor de multiplicadores do simplex associados a
base B.
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Implementacao ingénua

idod =c —cIB 1A i3 &
O custo reduzido ¢; = ¢j — CBTB Aj para qualquer varidvel x; é calculado
usando a férmula ¢; = ¢; — p' A;.

Dependendo da regra de pivotamento usada, precisamos calcular todos os
custos reduzidos ou apenas um por vez, até encontrar algum com valor
negativo.
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Implementacao ingénua

Quando a coluna A; é selecionada para entrar na base, resolvemos o
sistema linear Bu = A; para determinar o vetor u = B_lAj.

Neste ponto, podemos calcular a direcdo pela qual iremos sair da solucao
basica vidvel atual.

Finalmente, calculamos 6*, a varidvel que saird da base e calculamos a
nova solucdo basica viavel.
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Implementacao ingénua

Note que precisamos de O(m3) operacOes aritméticas para resolver cada
um dos sistemas p’ B = cg e Bu=A;.

Além disso, calcular os custos reduzidos de todas as variaveis custa O(mn)
operagdes, porque precisamos calcular o produto interno do vetor p com
cada coluna n3o-bdsica A;.
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Implementacao ingénua

Portanto, o custo computacional total por iteracio é O(m> + mn).
Veremos a seguir que podemos ter implementa¢des alternativas com custo
de O(m? + mn) operacdes por iteracio.

Isso mostra que esta implementagdo ingénua é bastante ineficiente em
geral.

Por outro lado, para certos problemas com estrutura especial os sistemas
lineares p’ B = cg e Bu = A; podem ser resolvidos muito eficientemente,
e, para estes problemas, esta implementacdo tem interesse pratico.
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todo Simplex revisado

O grande esforco computacional da implementagdo ingénua do Método
Simplex estd na necessidade de resolver dois sistemas lineares.

Para uma implementacdo alternativa, a matriz B~! pode ser
disponibilizada no inicio de cada iteracdo e os vetores ch_1 e B_IAJ- sao

calculados usando apenas produtos matriz-vetor.

Para que esta abordagem seja pratica, precisamos de uma maneira eficiente
de atualizar a matriz B~! toda vez que uma mudanca é feita na base.
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Método Simplex revisado

Sejam
B = ( Ay - AB(m) )
a matriz base do inicio de uma iteracdo e
B=(Aga) - Asu-1) A Ases1) - Asm) )
a matriz base do inicio da préxima iteracdo.

Ambas as matrizes tém as mesmas colunas, com excecdo da /-ésima, ja
que a coluna Apg(y) € substituida por A;.

Assim, podemos explorar informacdes de B~! para calular B71,
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todo Simplex revisado

Definicao 4. Dada uma matriz, ndo necessariamente quadrada, a
operagdo de adicionar um miiltiplo constante de uma linha a mesma linha
ou a outra é chamada de operacio elementar de linha.

Operagdes elementares em linhas em uma matriz C podem ser escritas, de
forma equivalente, multiplicando uma matriz adequada @ por C.
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Considere as matrizes

1 0 2 1 2
Q=010 e C=1[ 3 4
0 0 1 5 6
Calculando QC, temos
11 14
QC = 3 4],
5 6

que € o mesmo que somar a primeira linha de C sua terceira linha
multiplicada por 2.
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Método Simplex revisado

Generalizando o exemplo anterior, podemos ver que multiplicar a j-ésima
linha por 3 e soma-la a i-ésima linha de uma matriz é o mesmo que
multiplicar esta matriz, pela esquerda, pela matriz Q = / + Dj;, com D;;
uma matriz com todas as componentes nulas, a menos do elemento (i, ),
que € igual a 3.

Como o determinante desta matriz Q é 1, ela é inversivel.
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Método Simplex revisado

Suponha agora que aplicamos uma sequéncia de K operacGes elementares
em linhas e que a k-ésima operacdo desta sequéncia corresponde a
multiplicacdo pela esquerda por uma certa matriz inversivel Q.

Ent3o, a sequéncia destas operacbes elementares é 0 mesmo que uma
multiplicacdo pela esquerda da matriz inversivel Qx Qk_1...@>Q1.

Portanto, realizar uma sequéncia de operagdes elementares em linhas em

uma matriz é equivalente a multiplicar esta matriz pela esquerda por uma
certa matriz inversivel.
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Método Simplex revisado

Como BB = I, temos que BflAB(,-) é a i-ésima coluna da identidade e;.

Usando isto, temos que

BB = €1 ... €—-1 U €41 ... €nm =
| . |
1 uy
Uy )
Um 1

com u = B_lAj.
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todo Simplex revisado

Vamos entdo aplicar uma sequéncia de operacdes elementares em linhas
para transformar a matriz B~1B na matriz identidade.

Considere a seguinte sequéncia:

(a) Para cada i # ¢, some a linha i a ¢-ésima linha multiplicada por —L‘l’—;.

Isso sempre pode ser feito, ja que uy > 0. Com isso, o elemento u;
serd trocado pelo elemento 0.

(b) Divida a ¢-ésima linha por uy.

Com isso, o elemento u; serd trocado pelo elemento 1.
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todo Simplex revisado

O que esta sequéncia de operacBes elementares estad fazendo é somar a
cada linha um miiltiplo da /-ésima linha para substituir a coluna u pela
f-ésima coluna da identidade ¢y.

Esta sequéncia de operacoes elementares é equivalente a multiplicar pela
esqueda a matriz B~1B por uma certa matriz inversivel Q.

Como o resultado desta multiplicacdo é a matriz identidade, temos que
QB 1B =1. Ou seja, B l=pB"1

Portanto, se aplicarmos a mesma sequéncia de operacdes elementares na
matriz B~1, obtemos B~1.
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Sejam
1/7 5/21 1/3 4/7
B = 0 2/3 1/3 , A= 2 e (=3
2/T1 —-11/21 -1/3 —20/7

Queremos construir B substituindo a terceira coluna de B por A; e, entdo,
calcular B71.
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Fazendo as contas explicitamente, temos que

) 1/7  5/21 47 _ 9 —4 -1
B=1| o 2/3 2 e B'=| 6 6 3
2/7 —11/21 —20/7 2 -3 -1

Vamos agora usar operacdes elementares em linhas para obter B71.
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Temos que
1 2 3 —4
Bl=( -2 3 1| e u=8B1'A= 2
4 -3 -2 2

Nosso objetivo é transformar o vetor u em e3 = (0,0, 1) somando
multiplos da linha 3 as demais linhas.

Para isso, multiplicamos a terceira linha por 2 e somamos a primeira.
Depois, substraimos a terceira linha da segunda. Finalmente, dividimos a
terceira linha por 2.
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Executando estas mesmas operacdes em B~!, temos

1 2 3 9 —4 -1
Bl=| —2 3 1 |™B|[ 2 3 1 |25
4 -3 -2 4 -3 -2
9 —4 -1 " 9 —4 -1 _
-6 6 3 -6 6 3 |=B"L
4 -3 -2 2 -3 -1

Marina Andretta (ICMC-USP) sme0510 - IPO 10 de setembro de 2019 78/82



Uma iteracao do Método Simplex revisado

Implementando a atualizacdo de B~! como descrito, temos o Método
Simplex revisado. Descrevemos aqui uma iteracdo deste método.

P1. Em uma iterac3o tipica, comecamos com uma base formada pelas
colunas bésicas Ap(1), ..., Ag(m), uma solug¢do basica vidvel x e a
inversa B! da matriz base B.

P2. Calcule o vetor linha p” = CBTB*1 e, entdo, os custos reduzidos
G =¢ — pTAj para todos os indices ndo-basicos j.

Se todos os custos reduzidos forem n3o-negativos, a solu¢do bésica
vidvel correspondente é 6tima e o algoritmo para.

Caso contrdrio, escolha um j para o qual ¢; < 0.
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Uma iteracao do Método Simplex revisado

P3. Calcule u= B7YA;.

Se nenhuma componente de u for positiva, temos 6* = oo, custo
6timo é —oo e o algoritmo para.

P4. Se alguma componente de u é positiva, calcule

0* = min <XB(i)> .
{i=1,...,m | u;>0} uj
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Uma iteracao do Método Simplex revisado

P5. Seja £ um indice tal que 6* = Xif).

Monte uma nova base, substituindo Ag(y) por A;.

Se y é a nova solucdo bésica vidvel, os valores das novas varidveis
basicas sdo y; = 60" e yg(;y = xg(;y — 0" uj, para todo i # L.
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Uma iteracao do Método Simplex revisado

P6. Monte a matriz (B~ | u) € R™*(m+1),

Some a cada uma de suas linhas um multiplo da /-ésima linha de
forma a transformar a (ltima coluna na /-ésima coluna da identidade

€.

As primeiras m colunas desta matriz é B~ L.
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