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Problema com restricdes de caixa

Estamos interessados em resolver o problema

Minimizar f(x) (1)
Sujeitaa xe€Q={xe R"|{<x<u},

com

o x,lbue R", {<ue

o f: R" — R suave.

Denotaremos o gradiente da funcao f por g.
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Método de restricoes ativas

Se fosse possivel saber o conjunto de restri¢cdes ativas na solugdo, o ponto
x* solu¢do do problema (1) seria “facilmente” calculado (pois o problema
se tornaria irrestrito).

Métodos de restricoes ativas tentam, a cada iteragdo, descobrir qual o
conjunto de restrigdes ativas na solugao.

Se detectam que o conjunto W de restricdes que supunham ser ativas na
solugdo estd incorreto, utilizam algum critério para acrescentar ou remover
restricoes de W.
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todo de restricoes ativas

O método de restricles ativas que estudaremos parte de um conjunto de
restricbes ativas W.

A cada iteragdo, fixa as varidveis de W e resolve um subproblema
irrestrito, usando apenas as variaveis livres.

Se a solugcdo do subproblema for também a solugcdo do problema original
(1), o conjunto W estd correto e o método para.

Se a solugdo do subproblema n3o for solugdo do problema original (1), o
conjunto W é modificado e inicia-se uma nova iteracao.
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Método de restricoes ativas

Note que, ao fixar algumas varidveis do conjunto €2, estamos definindo
faces deste conjunto.

Podemos entado dividir a regido viavel 2 em faces abertas disjuntas.

Para todo | € {1,2,...,n,n+1,n+2,...,2n} definimos

x; =4, seiel,
Fr=<xeQ | x;=u, sen+i¢€l,
l; < x; < u; caso contrario
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Método de restricoes ativas

O conjunto £ é a unido das faces abertas.

Definimos V; o menor espaco afim que contém F; e 5; o subespaco
vetorial paralelo a V.

Definimos o gradiente projetado continuo como

gr(x) = Pa(x — g(x)) - x.

Lembre-se que um ponto vidvel x, satisfaz as condicGes KKT se e somente
se gp(xx) = 0.
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Método de restricoes ativas

Para todo x € F;, definimos o gradiente interno como

g1(x) = Ps,[gp(x)].

Ou seja,

[ Ll e élvre
[g1(x)]i = { 0 , caso contrario

Note que a norma de gj(x) sempre é menor ou igual a norma de gp(x).
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todo de restricoes ativas

A idéia do método de restrigOes ativas é a seguinte:

@ O conjunto viavel é dividido em faces abertas e, a cada iteracdo k,
tem-se um ponto x, pertencente a uma dessas faces.

@ No inicio de cada iteracdo, verifica-se qual a relacdo entre a norma do
gradiente interno e a norma do gradiente projetado continuo.

@ Quando a norma do gradiente projetado continuo gp é “muito maior”
que a norma do gradiente interno g;, decide-se mudar de face.

@ Quando a norma do gradiente projetado continuo gp ndo é "muito
maior”, decide-se continuar na mesma face.
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Teste para decidir se permanece na face

O teste principal, usado para decidir se permanecemos ou n3o na face
atual, é

g1l = nllgp (i)l

para ) € (0,1).

A ideia deste teste é: se a funcdo objetivo parece diminuir mais saindo da
face (norma de gp “muito maior” do que a norma de gy), decidimos
abandonar a face corrente.

Se ficar na face atual parece promissor, decidimos permanecer na face
corrente.
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Teste para decidir se permanece na face

Xk = 9(Xx)

! Xic+ Ge(X)

Xk Xk + 9i(X)

Como || || é “maior” do que 0.1]| ||, decidimos permanecer na face.
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O que fazer para permanecer ou abadonar uma face

Para permanecer na face atual, precisamos resolver um problema de
minimizacao com algumas varidveis do problema original fixas em seus
limitantes.

Em vez de encontrar o minimizador na face, realizamos apenas uma
iteracdo de um método para minimizacao “irrestrita” para calcular um
ponto x; 1 no fecho da face atual, no qual ha decréscimo do valor da
funcdo objetivo.
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O que fazer para permanecer ou abadonar uma face

Para abandonar a face, fazemos uma iteracdo do método SPG (Gradiente
Espectral Projetado), que fornecerd um novo ponto x, 1 vidvel em uma
nova face, com valor de funcdo objetivo menor.

Calculado o novo ponto, verificamos se encontramos a solugdo do
problema original. Em caso negativo, verificamos novamente se vale a
pena ou ndo permanecer na face atual e repetimos o procedimento.
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Método de restricoes ativas

Método de restrigdes ativas: Dados xp € Q e n € (0,1).

Passo 1: Faca k + 0.

Passo 2: Se ||gp(xk)|| < €, pare com x, como solugio.

Passo 3: Se [lg1(x)|| = nllgr ()l
suponha, sem perda de generalidade, que as varidveis livres
em F; s3o xi,..., Xy € que as varidveis restantes estdo fixas
em Xmi1, .- Xn (Xi € {li,u;}, para m+1 < i < n). Defina
F(X1y ooy Xm) = F(X1, ooy Xmy Xm-1y ooy Xn )y VX1, ooy Xm € R.
Use uma itera¢do de um algoritmo “irrestrito” para calcular
Xk4+1 € F; minimizador de f.

Sendo
faca uma iteracdo do SPG para calcular xx. 1.

Passo 4: Faca k <— k + 1 e volte para o Passo 2.
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Método de restricoes ativas

Xo = Pa(Xo)

Sai da
llg ()l = lige(x:)l

Permanece| na face

Algoritmo
“Irrestrito”

]
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Método de restricoes ativas

Note que, como o valor da funcdo objetivo sempre diminui, quando uma
face é abandonada ela nunca é visitada novamente.

Como o niimero de faces é finito e tanto o SPG como o algoritmo
“irrestrito” possuem convergéncia garantida, este método de restricoes
ativas converge em um nimero finito de iteragdes para a solucdo do
problema (1).
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Como sair da face: método SPG

Xk = Mg(Xx)

Xy + di

-

Xk

® s =Xk — Xk—1, Yk = 8(xk) — &(xk—-1)

o di = Pa(xk — Akg(xk)) — x«
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Permanecer na face: minimizac3o na face

Em cada face F; estamos interessados em resolver o seguinte problema
“irrestrito”

Minimizar f(x1, ..., Xm), (2)

@ Xi. ..., X;, variaveis livres € Xpm+1, ..., Xp varidveis fixas em F;

@ f(x1,...,xm) = F(X1, ey Xm, Xm+1, ..., Xn), para todo xq, ..., xm € R
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Permanecer na face: minimizac3o na face

Para resolver o problema (2), qualquer algoritmo irrestrito pode ser usado.

No entanto, é preciso tomar cuidado para que as restricoes do problema
original (1) nas variaveis livres xi, ..., X, sejam respeitadas, mantendo os
iterandos do método de restricOes ativas sempre viaveis.
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Minimizac3o na face com busca linear

Se o método escolhido para fazer a minimizagdo na face for de busca

linear, a viabilidade do ponto xx1 = Xk + axpk é garantida pelo seguinte
procedimento:

o Calcula-se aymax 0 maior escalar entre 0 e 1 tal que xx + maxpx € €.

amax = max{a € [0,1] | x¢ + apx € Q}.

@ O tamanho de passo inicial para a busca linear é tomado como vy ax.
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Minimizac3o na face com busca linear

Iteracao do algoritmo “irrestrito” com busca linear: Seja k a
iteracdo atual. Dados x vidvel, e > 0 e c € (0,1).

Passo 1: Se ||[VF(xx)| < € entdo pare e com x, minimizador na face.
Passo 2: Calcule uma direc3o de descida py.
Passo 3: Calcule aymax = max{a € [0,1] | xk + apx € Q}.
Passo 4: Se amax < 1 € f(xk + amaxpi) < f(xx) entdo
faca Xxk41 = Xk + QOmaxPk € pare.

Passo 5: Calcule ax < amax que satisfaz condi¢Ges de Wolfe ou é
calculado usando backtracking com Armijo.

Passo 6: Faga xx41 ¢ Xk + i pk-
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Minimizacao na face com regioes de confianca

Se o método escolhido para fazer a minimizagdo na face for de regides de

confianga, a viabilidade do ponto xx 11 = xx + px é garantida pelo seguinte
procedimento:

@ Se a solucdo do subproblema de regides de confianca gera um ponto

Xk + pix € €1, calcula-se o escalar amax que faz com que xx + max Pk
fique na borda de €.

@ Se a fungdo f tem decréscimo simples neste ponto, ele é tomado
COMO Xj41.

@ Se o ponto na borda n3o produz decréscimo da funcdo, diminui-se o

raio da regido de confianca de modo que a solu¢do do subproblema de
regides de confianca gere xx + pi € €.
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Minimizacao na face com regioes de confianca
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Minimizacao na face com regioes de confianca

Além disso, para garantir convergéncia deste método de restricdes ativas,
quando um ponto esta muito préximo da borda de 2, ndo se deve usar
uma iterac3o de regides de confianca.

Neste caso, utilizamos uma iteracdo do método de SPG para resolver o
seguinte problema

Minimizar f(x)
Sujeitaa x € Fy.
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Minimizacao na face com regioes de confianca

Iteracdo do algoritmo “irrestrito” com regides de confianca: Seja k
a iteracdo atual. Dados xi vidvel, € > 0, Apin > 0, Agx > Apin e 0 > 0.

Passo 1: Se ||[VF(x)|| < € entdo pare com x, minimizador na face.
Passo 2: Calcule Apgrgs a distancia de x, a borda da face.
Passo 3: Se Apords < 2Amin entao

faca uma iteracdo de SPG restrito a F; (face atual) para
calcular xx4+1 € pare.

Passo 4: Calcule px uma solu¢do aproximada de

Minimizar o(w) = 2w V2f(x)w + (VF(x)) "w
sujeita a  ||w]| < A.

Passo 5: Se ¢(px) = 0 entdo pare com x, minimizador na face.
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Minimizacao na face com regioes de confianca

Passo 6: Calcule

amax = max{a € [0,1] | [xk, xk + apx] C Q}.

Passo 7: Se amax < 1 € f(Xk + amaxPx) < f(xx) entdo
faca xk11 = Xk + QmaxPk € pare.

Passo 8: Se amax < 1 € F(Xk + amaxPk) > f(xi) entdo
faca Ax = 0.9A 40145 € volte para o Passo 4.

Passo 9: Se [CktP)—F(a) < 0.1 entdo
w(px)

escolha Ax = A € [0.1]|pk]],0.9||pk||] e volte para o Passo 4.

Passo 10: Faga xxy1 < xx + pk € escolha Axr1 > Anin.
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