’3.a Lista de Exercicios de SMA304 - Algebra Linear

Exercicio 1. Para cada um dos subconjuntos S C V, onde V é o espaco vetorial indicado, encontrar o subespaco
gerado por S, isto é, [5].

(a) S={(1,0),(2,-1)}, V=R~

(b) S={(1,1,1),(2,2,0)}, V=R

(C) S = {p07p17p27p3}7 V= ‘@3(R)7 onde

po(t) =1, pi(t) =t pa(t) =t> e p3(t) =1+, teR.

ws={(31)(4 8 vemm

Exercicio 2. Mostrar que os conjuntos {f1, f2, f3} e {91, 92, g3} geram o mesmo subespago vetorial do espago
vetorial C'(R), onde

f1(t) =sen?(t), fa(t) =cos®(t), f3(t) = sen(t)cos(t),

g1(t) =1, go(t) =sen(2t), gs(t) =cos(2t), teR.

Exercicio 3.

(a) Mostre que o conjunto dos niimeros complexos C com as operagoes usuais de adigdo e multiplicagao de
numeros complexos é um espaco vetorial sobre R.
(b) Mostre que os nimeros complexos z1 = 2+ 3i e 2o = 1 — 2¢ geram o espago vetorial C sobre R.

Exercicio 4. Verificar se as seguintes matrizes Ay, A, A3, A4 geram o espago vetorial Ms(R), onde:

(10 (11 (00 (01
we(ot) (o) = (0) a=(a 1)

Exercicio 5. Mostre que os polindémios py, p2, p3, p4 geram Z3(R) onde:
pl(x)ila P2($)il_$7 pS(x)i(l_‘r)Qa p4($)(1_55)37 z € R

Exercicio 6. Considere os seguintes vetores de R® ; u; = (—1,0,1) e up = (3,4, —2). Determine um sistema
de equagoes lineares homogéneas para o qual o espaco solucao seja exatamente o subespago gerado pelos vetores
U, U2.

Exercicio 7. Determine os geradores para cada um dos seguintes subespacos de R3:
(a) U={(z,y,2) € R3; 2 — 2y = 0}. Intreprete geometricamente.
) V={(z,y,2) ER¥;2+2z=0ex—2y=0}. Intreprete geometricamente.
(c) W ={(z,y,2) €ER3®; x+ 2y — 3z = 0 }. Intreprete geometricamente.
(d) UNV. Intreprete geometricamente.
(e) V + W. Intreprete geometricamente.

Exercicio 8. Em cada um dos itens abaixo encontrar um subconjunto S, finito, que gere o subespaco vetorial
W do espaco vetorial V indicado.

(a) W= {(z,y,2) e V=R 2—-2y=0}.

(b) W={peV=R);p'(t) =0,Vt € R}.

(c) W={AeV =M(R); A' = A}.

01 0
(d) W={X€eV =M (R); AX=0},onde A= 2 1 0
11 4

Exercicio 9. Encontrar, em cada um dos itens abaixo, os subconjuntos S do espago vetorial V que geram U,
W, UNW eU+W.

(a) U=1(1,0,0),(1,1,1)], W ={(0,1,0),(0,0,
= [(1



(1) U=[p,q,r], W=][s,u,v], V=P3(R), onde
p(t) =3 +4t> —t+3, q(t) =3 +5t2+5, r(t)=3t3

s(t) =63 +4t%, w(t)=t—1, o(t)=1, teR.

Exercicio 10. Obtenha o subconjunto formado por vetores do espago vetorial Z3(R) que geram os seguintes
subespagos;

(a) U={pe Z3R); p(1) = p(0) = 0},
(b) W ={pe Z3R); p"(t) = 0,vt € R},
(c) UNnW.

Exercicio 11. Seja V o espago vetorial das fungoes reais de uma varidvel real (isto é, V = F(R)).
Mostre que f,g € [u,v] CV onde
f(x) =1, g(x)=cos2x, wu(x)=sen’z, wv(zr)=cos’z, zcR.
Exercicio 12. Verifique se #»(R) é gerado por S = {p,q,r} onde
px) =1+xz, qx)=x+22> e r@)=1-2> zcR

Exercicio 13. Sejam M # 0 uma matriz simétrica e N # 0 uma matriz anti-simétrica em M;3(R). Mostre que
as matrizes M e N sdo Li. em M3(R).

Exercicio 14. Determinar m,n € R para que os subconjuntos de vetores de R? dados abaixo sejam Li. em R3.

(a) {(37 5m7 ]‘)7 (2’074)7(17m7 3)}‘

() {(1,3,5),(2,m+1,10)}.

(c) {(m,2,n),3,m+nm-1)}
Exercicio 15. Mostre que o conjunto de vetores A = {q1, g2, g3, ¢4} de P3(R) é 1.d. e que qualquer subconjunto
de A, com trés elementos é 1.i., onde

a(@) =1, @)=z, @) =% q@@)=2+c+22° ek

Exercicio 16. Mostrar que se o subconjunto {u,v,w} de vetores de um espago vetorial V' for l.i., o mesmo
acontecerd com o subconjunto {u + v, u + w,v + w}.

Exercicio 17. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o subconjunto S do espago vetorial V é Li. ou Ld.:
(a) S=1{(1,2),(=3,1)},V =R=2
(b) S = {paQ}7 V= QQ(R% onde

p(t) =1+t 1%, q(t)=2+5t—9t2, tcR.
(c)S'{(‘O1 é) 2 8)},V.M2(R).

(c) S={(1,2,2,-3),(-1,4,-2,0)}, V=R*
1 20 -1 -1 -1 0 00

(d) S= 3 01 f,f o o o |, 1057 .V = M3(R)
0 0 2 11 1 -1 0 1

(e) S={f.g,h}, V=0

(8) S = {f,g}, V= C=(R,R), onde

flx)y=e€*, gx)=e* ze€R
(h) S={f,g,h}, V=C>®R,R), onde

flz) =2e®, g(z)==z, z€eR.

Exercicio 18. Seja S = {u,v,w} um conjunto Li. em V. Verifique se os conjuntos abaixo sao l.i. ou l.d.,
justificando a resposta.

(a) S1 :{U,U+U,U+U+W}-
(b) S2 ={u—v,v—w,w—u}.



(c) Ss={u+v,u+v+w w}
Exercicio 19. Sejam f,g € C1((a,b); R). Mostre que se existir z, € (a,b) tal que
f(@o)g (o) # [ (20)g(x,)
entdo as fungdes f e g sdo Li. em C'((a,b);R).

Exercicio 20. Sejam u; = (1,3,5) e uy = (2,4, —3) vetores de R3. Determine os valores de k € R para os
quais o vetor (2,7, k) possa ser escrito como combinagao linear dos vetores uj e us.

Exercicio 21. Sejam A € M,(R) e uj,us,...,u, vetores coluna n x 1. Mostre que se os vetores coluna
Auq, Auo, . .., Au, sado vetores l.i., entao os vetores w1, us, ..., u, também serao Li..

Exercicio 22. Seja V o espaco vetorial sobre R das funcoes de R em R. Mostre que os vetores f,g,h € V sao
L.i., onde

f(t) =sen(t), g(t) =cos(t), e h(t)=t teR.

Exercicio 23. Determinar uma base de R* que contenha os vetores (1,1,1,1), (2,1,2,1) como dois de seus
elementos.

Exercicio 24. Sejam W;, W, subespacos vetoriais do espaco vetorial W e consideremos V. = W; @ Ws.
Mostre que se A = {v,va,...,vr} é uma base de W; e B = {w;,ws,...,w,.} é uma base de Wy, entdo
v ={v1,v2,..., Uk, Wi, Wa,...,w,} serd uma base de V.
Exercicio 25. Se B = {uy,...,u,} é uma base de V mostre que:

(a) v={u1,u1 +uo,us +uz +us,...,us + -+ ,u,} também é um base de V.

(b) sea;j #0,j=1,...,nentdo § = {aqus,...,x,u,} também serd uma base de V.

Exercicio 26. Verificar em cada um dos casos se o subconjunto B do espago vetorial V' é uma base de V.
(a) B = {p17p273 7p4}7 V= QS(RL onde
pit) =1, pa(t) =141, ps(t) =1—1 pa(t)=1—-t—1>—1>, teR

oo ((3 )3 42 )14 vomm

(C) B = {(Lla171)?(171a1a0)7<1a17070>7(1a0a0a0)}’a Vv £R4~

Exercicio 27. Verifique que o espago vetorial Z(R) dos polindmios com coeficientes em R, nao pode ser gerado
por um numero finito de elementos do mesmo.

Exercicio 28. Ache uma base e a dimensdo do subespago vetorial W do espago vetorial &?(R) gerado pelos
seguintes polindmios:
(a) {u,v,w}, onde

wt) =3 +2t2 -2 +1, o) =t2+3t2—t+4, wlt)=22+t>-Tt—7, teR.
(b) {u,v,w}, onde
w(t) =t +12 —3t+2, vt) =23 +t2+t—4, wt)=4>+3t2-5t+2, teR.
Exercicio 29. Mostre que os subconjuntos Wy, W, C R3, onde
Wy = {(2,y,2) €ER®; 22 —3y+42=0} e Wo={(z,y,2) €R®; 32 +2y—52=0}

sdo subespacos vetoriais de R3. Encontre bases_g)ara os subespacos W7 e Ws. Quais sao dimensoes dos subespagos
W1 e W5? Ache um vetor v € Wi NWh, v # 0.

Exercicio 30. Considere os seguintes subespacos vetorias de R3:

S = [(17—1,2), (2, 1, 1)], T = [(O, 1,-1), (1,2, 1)],
U={(z,y,2)|z+y=42—2=0} e V={(z,y,2)|3x—y—2=0}

Determine bases e as dimensdes dos seguintes subespacos vetoriais de R3:
(@ S, (b) T, (¢) U, (d) V, (e) S+T, (f) SNT, (g) T+U, (h) TNU.
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Exercicio 31. Determinar uma base e a dimensao do espaco vetorial formado pelas solugoes de cada um dos
sistemas lineares homogéneos abaixo:

20 —2y+2=0 z—y=0
(@) { Bz—y+3:=0 , (b) 2 =0
3y+42=0 3x75y:0

Exercicio 32. Sejam U e W os seguintes subespacos vetoriais de R*:
U={(a,b,c,d); b—2c+d=0} e W ={(a,b,c,d); a=d, b=2c}.

Ache uma base e a dimensao dos seguintes susbespacos vetoriais de R*:

(@)U, ()W, ()UNW, (d)U-+W.

Exercicio 33. Se U e W sao dois subespagos vetoriais do espago vetorial V tais que U & W = V| diremos que
U é suplementar (ou complementar) de W (ou W ¢ suplementar de U).

(a) Determinar um suplementar do subespago W de R3 onde W = { (z,y,2)) € R3; 2 —y=0}.
(b) Determinar um suplementar do subespaco U de R*, onde U = { (z,y,2,t)) €R*; z —y=2—-t=0}.

Exercicio 34. Sejam U e W subespacos vetoriais do espaco vetorial R* que teém dimensoes 2 e 3, respectiva-
mente.

(a) Mostre que a dimensao de U N W é pelo menos 1.

(b) O que ocorre se a dimensao de U N W for 27

(c) A dimensdo de U N W pode ser 37

Exercicio 35. Sejam U e W sao dois subespagos vetoriais de um espago vetorial V' que tem dimensao n.
Suponha que
. n . n
dimU > 3 e dimW > 5
Mostre que U N W # (.

Exercicio 36. Seja V ={x € R|x >0} e considere em V as seguintes operagoes:
ut+tv=uw e «a-u=u*

(a) Mostre que (V,+,.) é um espaco vetorial sobre R.
(b) O subconjunto B = {1} é uma base para V? Justifique sua resposta.
(c) Determine uma base e a dimensao de V.

Exercicio 37. Encontrar em cada um dos itens abaixo uma base e a dimensao do subespaco vetorial W do
espago vetorial V.

(a) Wi{(x,y,z,t)GR‘l;a:fy:Oex+2y+t:O}, V = R4,
(b) W= {X € My; AX = X}, onde A = (é f) V = My(R).
(c) W={pe Z(R); p'(t) =0,vt eR}, V = F(R).

(d) W= {X € My; AX = XA}, ondeA:G ‘1)> V = My(R).

Exercicio 38. Dados U, W subespagos vetoriais do espago vetorial V determinar;
(i) uma base e a dimensao do susbespago vetorial U.
(ii) uma base e a dimensao do susbespago vetorial W.
(iii) uma base e a dimensao do susbespaco vetorial U + W.
(iv) uma base e a dimensao do susbespaco vetorial U N W,
nos seguintes casos;
(a) U= {(:my,z) ERY; z4+y+2z= O}, W = {(z,y,0);2,y € R}, V =R3.
(b) U={A€e€My; tr(A) =0}, W={Ae My; At = —A}, V = My(R), onde tr(A) é a soma dos elemen-
tos da diagonal principal da matriz A, chamado de trago da matriz A.

() U=A{p(t)eV;p'(t) =0}, W={p(t) e V;p0)=p(1)}, V=2(R).



